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OZET

Spline fonksiyon, tanim araliginin i¢ginde verilen bir dizi noktay1
diizgiin bir sekilde birlestiren genellikle parcali olarak tamimlanan bir
fonksiyondur. Parcalarin birlesim noktalarinda (diiglimler veya kontrol
noktalar1 olarak isimlendirilir) belirli bir mertebeye kadar tiirev siirekliligi
saglar. Spline fonksiyonlar egri uydurma, veri interpolasyonu, bilgisayar
grafikleri, miithendislik ve sayisal analiz gibi pek ¢ok alanda kullanilmaktadir.
B-spline fonksiyonlar da spline fonksiyonlar ile ayni1 6zelliklere sahiptir ve
herhangi bir dereceye sahip bir spline fonksiyonu, ayni dereceye ait B-
spline'larn lineer birlesimi olarak ifade edilirler. Bu ¢alismada kiibik B-spline
fonksiyonlar kullamilarak ikinci mertebeden iki adet baslangic deger
probleminin yaklagik ¢oziimii arastirilacaktir. Yontem olarak ise oldukca
popiiler olan kolokasyon ve Galerkin yontemleri kullanilacaktir.

Kolokasyon yonteminde diferansiyel denklemin yaklasik ¢6ziimii, bir
dizi temel fonksiyonun (bu c¢alismada kiibik B-spline fonksiyonlarin) lineer
kombinasyonu olarak ifade edilerek belirli kolokasyon noktalarinda denklemi
saglayacak sekilde yaklagik ¢Oziim arastirilir. Hesaplama islemi genellikle
hizhidir ¢ilinkii denklemin yaklasik ¢6ziimii belirli sayida nokta iizerinde
coziilmeye calisilir. Galerkin yonteminde ise diferansiyel denklemin yaklagik
¢ozlimii, hata fonksiyonunun (kalintinin) bir test fonksiyon uzayinda
ortogonal olmasini saglayacak sekilde arastirilir. Kolokasyon yontemine gore
daha genel bir ¢oziim saglar, ¢iinkii diferansiyel denklemin yaklasik ¢oziimii
icin tanim araliginin tamami dikkate alinmaktadir.

Onerilen kiibik B-spline kolokasyon ve Galerkin ydntemlerin
dogrulugunu kontrol etmek i¢in 6zel ¢oziimleri bilinen ikinci mertebeden iki
baslangi¢ deger problemi kullanilacaktir. Onerilen yéntemlerin uygulanmasi
sonucunda bulunan hata grafikleri verilerek, bulunan yaklasik sonuglar
birbirleri ve tam sonuglar ile kiyaslanacaktir.

Anahtar Kelimeler — Adi Diferansiyel Denklem; Sonlu Elemaniar Yontemi; Galerkin
Metodu; Kolokasyon Metodu, Kiibik B-Spline Fonksiyonu.

GIRiS

Bu calismada
u' +eu = f(t),u(a) = Ao, ub) = A, (1)
olarak verilen 2. mertebeden diferansiyel denklemin yaklagik ¢6ziimii
arastirilacaktir.
[a, b] tanim araligimin diizgiin bir parcalanigt
b—a
k =

N
konum artim uzunlugu olmak iizere




a = tO < tl < < tN—l < tN = b,tm = tm—l +k,m = 1,...,N
olarak alinacaktir.

KUBIK B-SPLINE

Literatiirde (Amlani vd., 2022; Dag ve Saka, 2004; Esen ve Tasbozan,
2015; Gupta ve Kukreja, 2019; Hamad ve Sabawi, 2023; Igbal vd., 2019 ve
2020; Karakog ve Zeybek, 2016; Kutluay vd., 2016; Lubo ve Duressa, 2023;
Mittal ve Jain, 2012; Sharifi ve Rashidinia, 2016; Yagmurlu vd., 2017; Zin
2016) siklikla kullanilan kiibik B-spline fonksiyonlari
U =t —tpy,
olmak tizere

( (p-3)° sty St < tyoq
k3 + 3k2apy,_q +3kaz_1 —3a3,_; L tm1 St <tpy
Ca(@) = 3K = 3K g + 3Ky 304t S <t
— 2 ybmer S €<ty
0 , diger durumlarda
(2)

olarak ifade edilir. [t;,_;,tm42] aralifinda her bir C3,(t) kiibik B-spline
fonksiyonu ardigik dort elemani o6rtmektedir. Dolayisiyla her [t tne1]
sonlu elemant C3_;, C3, C3,, ve C3., olarak dort kiibik B-spline
tarafindan ortiilmektedir. Kiibik B-spline fonksiyonlarmin ilk iki tlirevleri de
[tm—2 tmsz] araligmmin  disginda  sifirdir.  Ayrica i=m-—1m,
m + 1 olmak lizere,

i P304 — i (3
tlirging(t) = fi'l}cm(t)
li d(C3 ) = li d(C3 t))

(LT m(®) = coir dt m(®)

d? d?
. el 3 — Ji el 3
tlirtr;" 7.z Cn(0)) tli’t’} 7.z Cn (D)
oldugundan C3/(t) kiibik B-spline fonksiyonu ile ilk iki tiirevinin
[tim—2, tms2] araliginin i¢ noktalarinda stirekli oldugu goriilebilir.
Analitik ¢6ziim i¢in yaklasik ¢oziim ise kiibik B-spline fonksiyonlar

kullanilarak
N+1

u(®) ~ U = ) O G)
i=—1
seklinde tanimlanir. Burada p; katsayilari bilinmeyenler olmak iizere C7(t)
fonksiyonlari kiibik B-spline fonksiyonlarmi gosterir. C3,(t) kiibik B-spline
fonksiyonlarinin [tp,—3, tysz] araligmin diginda sifir oldugu ve C3,(t) B-
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spline fonksiyonlarinin [t,,_,, t;n42] araliginda ardigik dort eleman orttiigi
bilinmektedir. Dolayisiyla her bir [t,,, tym41] sonlu elemam C3_;, C3,
C3., ve C2., olarak dort kiibik B-spline tarafindan ortiileceginden (3)
yaklagimi

m+2

wO=UO= ) Cop
i=m-1 (4)
u(t) = Co_1(Ppm-1+ Co(O)Pm + Cs1 (O Pms1 + Cons2 (D) P
olacaktir. Bu yaklasimda (2) kiibik B-spline esitliklerinin kullanilmasiyla t,,
noktasindaki u(t,,) i¢in ve birinci-ikinci tiirevi i¢in yaklagimlar,

m+2
Ut t) =Uny = z Ci3(tm)pi
iy
Wtm ) _ v _ z dC} (tm)
de ™ a1
e
U (tm,t) d2C3(tm)
—aEmUR= ), e
i=m-1
olarak yazilabilir. Hesaplamalar yapilirsa
Un = gm—l + 4pm + Pm
Upm = e (=Pm-1+ Pm+1) (5)

6
Ur,rll = ﬁ (Pm-1—2Pm + Pm+1)

esitlikleri bulunur.

KUBIK B-SPLINE KOLOKASYON METODU

Yaklasik ¢6ziimii aranilan denklemde x = x,,,m =0,1,...,N i¢in
kiibik B-spline esitlikleri kullanilirsa

Um + €U = f(tm)

6
ﬁ(pm—l —2pm + pm+1) + S(pm—l +4py + pm+1) = f(tm)
elde edilir. Denklem diizenlenirse

6 12 6
Pm-1 (ﬁ + S) + Pm (_ﬁ + 45) + Pm+1 (p + S) = f(tm)
bulunur. Boylece m = 0,1, ..., N i¢cin N + 1 denklem N + 3 bilinmeyenden
olusan bir sistem elde edilir.
U(a) = 2o
u) =4
olarak ilave iki sart sisteme eklenirse



Y1 k2+€
12
Y2 = _ﬁ+4€

olmak tiizere
p-1+4po+p1 =14
Y1P-1 + V2P0 +v1p1 = f(to)
Y1Po + V2p1 +V1p2 = f(t1)

Y1PN-1 V2PN + V1Pn+1 = [ ()

pn-1+ 4PN+ Pni1 = A
olarak N + 3 bilinmeyen ve N + 3 denklemden olusan sistem elde edilir.
Denklem sistemi

1 4 1 0 0 O 0O 0 0
Y1 Y2 v1 0 0 O 0O 0 O
0O 91 72 v1 0 O 0O 0 O
A= 0 0 vy v2 "1 O 0 0 O
0 0 0 = 0 v vi Y2 "1 O
\0 o 0 - 0 0 0 Y9 v2 "M /
o o0 o -« 0 O O 1 4 1

Ve

p = (p-1,P0,P1, ---'PN'PN+1)T
B = (Ao'f(tO)'f(tl)' "'!f(tN)'ll)T

Ap =B (6)
olarak matris formunda da yazilabilir.

olmak tlizere

KUBIK B-SPLINE GALERKiIN METODU

0<&<k ve £ =t—t, donisimi yardimiyla [t,,,t;,41] sonlu
eleman tlizerindeki sekil fonksiyonlari, gerekli islemlerin yapilmasi sonucunda
yerel koordinat sisteminde

S; 3
Pm-1(§) = (1_E) ) (7)
§ &
Pm(§) =4-657+3.3 (®)
2 3
Pm+1(§) = 1+3%+3%—3% ©)
3
Pnin®) = o3 (10)

olarak elde edilebilir.
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u” +eu = f(t)
denklemi W (t) agirlik fonksiyonu ile ¢arpilarak konum araligi iizerinde
integrali alinirsa

b b
f W)w" + u) dtzf W) f(t)dt

elde edilir. Agirlikli rezidii metotlarindan olan Galerkin metodunda agirlik
fonksiyonu i¢in de taban fonksiyonlar1 segilir. Dolayisiyla [t,,, t;neq] araligt
tizerinde W(t) agulik fonksiyonu, u ve u” yerine kilbik B-Spline
fonksiyonlar1 kullanilacaktir.

Bu durumda [t,,, t;y,41] araligi iizerinde { =t—¢,,, 0<&<k

lokal koordinat doniisiimii yapilirsa
m+2

k k
Z U (0] +£0,9)) df] pj = f (@if (§ + ty) dE,
j=m-1 0 0
i=m—-—-1mm+1m+2
elde edilir.
k
A7 = f @ip; d§,
0
k

Ct; =f<Pi§0j dg,

0

k
g(m) = f (Quf (€ + t) dE
0

ve m=0,1,...,N—1 igin

P° = (Ph-1, - Ps2)"
olmak iizere

[4¢ + eC®]p® — g(m)

olarak tanim aralig1 tizerindeki her bir alt araliktaki yaklasim bulunur. A¢, C®
eleman matrislerinin birbirlerine eklenmesi sonucunda,

p = (P-1,00 - Pn+1)"
olmak iizere

[A+ &Clp = g(m)
elde edilir. Elde edilen denklem sisteminin denklem ve bilinmeyen sayisi esit
olup N + 3 tiir. Denklem sistemi ayrica seyrek bir matris olup bir satirinda en
fazla 7 tane sifir olmayan deger icermektedir.
U(a) = A, U) =4

sinir sartlart sisteme ilk ve son denklemler silinerek uygulanabilir. Boylece
denklem sistemi N + 1 bilinmeyen N + 1 denklemden olusan bir sisteme
doniisiir.
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TEST PROBLEMLERI

Bu boliimde denklemdeki parametrelerin segimlerine gore bulunan iki
farkli denklemin yaklasik ¢ozlimleri elde edilecek ve sonuglar tartigilacaktir.
Elde edilen sonuglar1 kiyaslayabilmek icin

Loo = |utam - Uyak1a§1k|Oo = mnalxl(um)tam - (Um)yakla§1k| (1 1)
hata normu kullanilacaktir. Kullanilacak hata normu bdliinme noktalari igin
elde edilen mutlak hatalarin maksimumuna karsilik gelmektedir.

Test Problemi 1

a=0,b=1, £=—4, f(t)=te? ve 1o =21; =0 alindiginda

diferansiyel denklem
u” —4u =te?,u(0) =u(1) =0
olacaktir. Denklemin verilen sartlar1 saglayan 6zel ¢6zimii ise

e? e?

16(e~2 — ez)'c2 T 16(e72 —e2)

C1 =
olmak tizere
1 ) (12)

1
— =2t 2t 2t 2
u=ce +c,e“" +e (—t ——t
1 2 8 16

olarak bulunur. Bulunan 6zel ¢6ziim sekilsel olarak Sekil 1°de verilmistir.

0

-0.05 -

U

-0.1]

-0.15 ¢

0 0.2 04 0.6 0.8 1

Sekil 1: [0,1] araliginda 6zel ¢ozlimiin grafigi

Kolokasyon ve Galerkin yoOntemlerinin dogrulugunu kontrol
edebilmek igin [0,1] konum arahigi sirastyla 5, 10, 20, 50, 100, 200 ve 500 esit
parcaya boliinerek her iki yontem galistirilmis ve bulunan mutlak hatalar
Tablo 1’de verilmistir. Tablodan gorildiigi gibi konum artim uzunlugu
kiigiildiikge her iki yontem icinde hatalar kiiclilmiistiir. Kiibik Galerkin
yontemi kullanildiginda bulunan hatalar ise kiibik kolokasyon kullanildiginda
bulunan hatalara gore daha diisiik kalmigtir. kK = 0.002 se¢imi sonucunda
bulunan hatanin mutlak degeri ise konum aralig1 lizerinde Sekil 2’de her iki
metot i¢cinde ¢izilmistir. Tablo 1 de k = 0.002 igin elde edilen maksimum
hatalar ile Sekil 2 de bulunan maksimum hatalarin uyumlu oldugu da

12



goriilebilir.

%107 x 1072

mutlak hata
ESS (=)

[3%)
mutlak hata

: : : : 0
0 02 04 ¢t 06 08 1 0 02 04 ¢ 06 08 1
Kolokasyon metodu Galerkin metodu
Sekil 2: [0,1] araliginda mutlak hatalar

Tablo 1: Farkli konum artim degerleri i¢in mutlak hatalar

Kiibik Kolokasyon Kiibik Galerkin

k N L, L,

0.2 5 7.66 x 1073 7.41 x 107>
0.1 10 1.88 x 1073 592 x107°
0.05 20 473 x 1074 419 x 1077
0.02 50 7.56 x 107> 1.16 x 1078
0.01 100 1.89 x 1075 7.43 x 10710
0.005 200 473 x 107° 470 x 10”11
0.002 500 7.56 x 1077 1.22 x 10712

Test Problemi 2
a=0,b=2 &e=4, f(t)=sin?(t) ve Ay=11 =-1
alimdiginda diferansiyel denklem
u” + 4u = sin?(t),u(0) = 1, u(l) = -1
olacaktir. Denklemin verilen sartlari saglayan 6zel ¢ozimii ise
29 —9 —7cos(2) + sin(2)
32"2 7 8sin(2)

C]_:

olmak iizere
) 1 cos(2t) tsin(2t)
u=clcos(2t)+czsm(2t)+§— 32 3
olarak bulunur. 2. test probleminden bulunan 6zel ¢dziim sekilsel olarak
cizilerek Sekil 3’de verilmistir.
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-1.5

0 0.5 1 L5 2
t

Sekil 3: [0,2] araliginda 6zel ¢ozlimiin grafigi

2. test problemi kullanilarak kolokasyon ve Galerkin yontemlerinin
dogrulugu kontrol edilirken [0,2] konum aralig sirasiyla 5, 10, 20, 50, 100
ve 200 esit parcaya boliinerek Onerilen her iki yontem calistirilmistir. Elde
edilen mutlak hatalar Tablo 2’de verilmistir. Tablodan goriildiigii gibi konum
artim uzunlugu kiiciildiik¢e her iki yontem iginde ilk test probleminde oldugu
gibi hatalar kii¢iilmiis ve kiibik Galerkin yontemi kullanildiginda daha diisiik
hatalar elde edilmistir. k = 0.005 diger bir ifadeyle konum araliginin 200
esit par¢aya boliinmesi sonucunda bulunan hatanin mutlak degeri konum
araligl iizerinde Sekil 4’de her iki metot iginde ¢izilmistir. k = 0.005 igin
Tablo 2 de elde edilen maksimum hatalar ile Sekil 4 de bulunan maksimum
hatalarin uyumlu oldugu gériilebilir.

[ x10% , N L

1

mutlak hata
mutlak hata

0 0.5 1 L5 0.5 1 1.5
t t
Kolokasyon metodu Galerkin Metodu
Sekil 4: [0,2] araliginda mutlak hatalar

(5]
(=]
o

Tablo 2: Farkli konum artim degerleri icin mutlak hatalar

Kibik Kolokasyon Kiibik Galerkin

k N L, L,

0.2 5 1.92 x 1072 3.07 x 107>
0.1 10 483 x 1073 1.88 x 107°
0.05 20 1.22 x 1073 1.17 x 1077
0.02 50 1.95x 107* 2.98 x 107°
0.01 100 488 x 1075 1.86 x 10710
0.005 200 1.22 x 1075 1.17 x 10711
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SONUC

Bu ¢alismada kiibik B-spline fonksiyonlar kullanilarak 2. mertebeden
bir adi diferansiyel denklemin yaklasik ¢6ziimii aragtirtlmigtir. (1)
denkleminin yaklasik ¢ézlimiinii elde edebilmek i¢in iyi bilinen iki sonlu
elemanlar yontemi kullanilmistir. Bu yontemler kiibik B-spline taban
fonksiyonlarina bagli kolokasyon ve Galerkin yontemleridir.

Onerilen iki yontemle elde edilen yaklasik ¢oziimlerin dogrulugunu
Olcebilmek i¢in iki test problemi ele alinmistir. Her iki test problemine ait
sonuglar sekiller ve tablolar verilerek karsilastirilmistir. Test problemleri
dikkate alindiginda Galerkin metodunun kolokasyon yontemine gore yaklasik
¢oziim elde etmede daha iyi sonuglar verdigi agikca goriilmiistiir.
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OZET

Bu béliimde insanlik tarihi kadar kadim bir arastirma ¢alisma alani
geometrinin ilging ve dikkat ¢eken ¢aligma alanlarindan ikisi olan ¢okytizliiler
ile metrik geometriler ele alinmistir. Buna gore, bahsi gegen alanlardan ilk ele
alinaninin konusu binlerce yillardir insanlarin ilgisi ¢eken 3- boyutlu uzayda
yer yasam alian sahip olan geometrik sekillerden ¢okytizliilerin giizel ve
enteresan bir smifi olan Arsimedyan cisimlerdir. ikinci ele alman alanin
konusu ise g¢okytizliilere nispeten ¢ok ¢ok daha yeni olup ancak bir asira
dayanan bir maziye sahip olan metrik geometriler konusudur. Ozelliklerde son
yillarda yogunlasan ¢aligmalar ile bu iki alanin kesisimin de yer alan konulara
dair ¢alismalarin siklastig1 gdziikmektedir. Buna gore bu bahsi gecen konuyla
ilgili ¢aligmalardan yola ¢ikarak, Arsimedyan cisimleri kiire kabul edecek
sekilde metriklerin dolayisiyla bu metrikler ile olusturulan metrik
geometrilerin varliklar1 arastirilmis ve daha sonrasinda ilgili metrik uzaylarin
sagladig1 bir takim geometrik ozellikler incelenmistir. Son olarak da Felix
Klein’in geometri tanimina uygun olarak bir kiimenin kendi {izerine olacak
sekilde bazi1 doniigiimler altinda degismez kalan ozelliklerin incelenmesi
tanimina uygun olarak olusturulan ilgili metrik uzaylarda uzaklik koruyan
doniisiimler yani izometriler incelenerek doniigiimler tespit edilmistir.
Sonrasinda ise ilgili uzaylarin izometri grubunun 3-boyutlu analitik uzayda
bilinen Oklidyen 6telemeler grubu ile s6z konusu Arsimedyan cisimin simetri
grubunun yar1 direkt ¢arpimi oldugu ortaya konmustur.

Anahtar Kelimeler — Cokyiizlii; Arsimedyan Cokyiizliiler; Metrik, Metrik Geometri,
Izometri Grubu.

ARSIMEDYAN CIiSIMLER

Insanin yeryiiziinde var olmasindan buna gegen siire¢ boyunca insanin
kafasinda mesguliyet olusturan matematige dair iki temel alan geometri ve
aritmetiktir. Bir bagka deyisle geometri ge¢misi de insanlik tarihi kadar
kadimdir. Tk zamanlarda geometri denilince insanlik gériip algilayabildigi ve
bunun yan1 sira kullandig: sekiller ile ilgilenmistir. Oncelikli olarak 2-boyutlu
yapilar tiggen, dortgen vb. gibi yapilar ve bunlarin mitkemmellesmis hali olan
cember ile ilgilenmis sonralar da boyut arttirarak 3-boyutlu uzayda yer alan
sekiller ile ilgilenmeye baglamistir. Bu baglamda bu kavramlara dair milattan
onceki yillardan kalma bazi tablet ve yazitlarda 3-boyutlu sekillere dair gesitli
bilgi ve isaretler (atiflar) s6z konudur.

Cokyiizlii nedir? Sorunun kendisi son derece kisa olmasina ragmen
cevap olduk¢a uzundur. Cokyiizlii Kralligini daha once hi¢ duymamis
olabilirsiniz ancak hayvan, mineral ve bitki kralliklar1 kadar genis ve ¢esitlidir
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ve dahasi {iglinii de kapsar denilebilir. Bu krallik da aristokratlar ve isgiler,
aileler ve bireyler, uzun ve ilging ge¢mislere sahip eski cokyiizliiler ve diin
veya oOnceki giin dogmus geng ¢okylizliller vardir. Bu krallikta dolasirken
cokyiizlii mimarinin yiiriiyiis turuna ¢ikabilir, bir doga koruma alanini, bir
sanat galerisini ve zanaatkarlarin ¢okytizliller fuarin1 ziyaret edebilirsiniz.
Yiirirken dort boyutlu uzaydan ¢okyiizlii hayaletler bile goérmeniz
miimkiindiir. Cokyiizli Kralligi'min sinirlart tartismalidir (tipki  birgok
kralligin sinirlar1 gibi) ancak sinir bolgelerini ziyaret etmek giivenlidir.

Cokyiizlii Kralligin dili matematiktir ancak bu kisa ilk ziyaret igin ii¢
onemli kelimeyi 6grenirseniz idare edebilirsiniz, bu ii¢ kavram yiiz, kenar ve
kosedir. Cokytizlii kelimesi Yunanca "¢ok" ve Hint-Avrupa dilinde "koltuk”
kelimelerinden gelmektedir. Geometri uzmanlarina gore, ¢ok sayida yiizi
olan bir nesne anlamina gelir. Bizim amaglarimiz i¢in bir ¢okytizliiniin yiizleri,
ylizeyinin olusturuldugu ¢okgenlerdir. Bir ¢okyiizliiniin kenarlari, yiizlerini
siirlayan dogru pargalari; koseler ise ti¢ veya daha fazla yiiziin (ve dolayisiyla
lic veya daha fazla kenarin) birlestigi noktalardir.

Bu c¢okyiizliilerin her birinin, tiim yiizlerinin 6zdes diizglin ¢okgenler
ve her kdsede aynmi sayida cokgen birlesmesi seklindeki ¢ok 6zel olan bu
ozelliklerinden dolayi diizenli ad1 verilir. Bu diizenlilik 6zelligine sahip olan
cokyiizliiler olusturulmaya ¢alisildiginda bes tane olduklari anlagilmistir. Bu
kat1 cisimler Platonik cisimler olarak bilinen tetrahedron (diizgiin dortytizlii),
hexahedron (diizgiin  altiylizlii), octahedron (diizgiin sekizyiizli),
dodecahedron (diizgiin onikiyiizlii) ve icosahedron (diizgiin yirmiyiizlii) dur.
Asagidaki Sekil 1 de bahsi gecen Platonik cisimler goriilmektedir.

B
EZ

Tetrahedron Hexahedron Octahedron Dodecahedron lcosahedron

Sekil 1: Platonik cisimler

Platonik katilar antik caglardan beri bilinmektedir. Iskogya'nin gec
Neolitik insanlar1 tarafindan yaratilan belirli oyma tas kiirelerin bu sekilleri
temsil ettigi One siriilmiis olmasina ragmen ilgili kiirelerin ¢ok yiizlii
olmaktan ziyade yuvarlak yumrulari mevcut olup bu yumrularin sayilari da
genellikle Platonik katilarin kose sayilarindan farklidir, hatta yumrularin
dizilimi her zaman simetrik degildir. Antik Yunanlilar Platonik katilari
kapsamli bir sekilde incelemislerdir. Bazi kaynaklar bu ¢okyiizliilerin
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kesiflerini Pisagor'a atfederken, bazi kaynaklar ise, onun yalnizca tetrahedron,
hexahedron ve dodecahedrona asina olabilecegini ve octahedron ve
icosahedronun kesfinin Platon'un ¢agdasi olan Theaetetus'a ait oldugunu ifade
etmektedir. Platonik cisimler, isim babasi olan Platon'un felsefesinde oldukga
belirgindir. Platon, MO 360 civarinda Timaeus diyalogunda bunlardan
bahsetti ve burada dort klasik elementin her birini (toprak, hava, su ve ates)
diizenli bir katiyla iligskilendirdi. Buna gore Toprak hexahedron ile hava
octahedronla, su icosahedronla ve ates tetrahedronla iliskilendirildi. Platon,
besinci Platonik cisim olan dodecahedron hakkinda belirsiz bir sekilde "...tanr1
onu tiim gokytliziindeki takimyildizlar diizenlemek i¢in kullandi”" dedi.

Plato okullarinda yetistigi diisiiniilen Oklid yazdig1 unutulmaz eseri
Elementler’ de Platon'un kati cisimlerini matematiksel olarak tamamen
tanimlamig ve Elementlerin son cildini (Kitap XIII) bu cisimlerin 6zelliklerine
ayrilmistir ve iistelik bunlarin disinda baska diizgiin bir cisimin olmadig1 da
ortaya koymustur.

16. ylizyilda, Alman astronom Johannes Kepler, o zamanlar bilinen bes
diinya dis1 gezegeni bes Platon'un kati cismi ile iliskilendirmeye calist1.
1596'da yayimlanan Mysterium Cosmographicum'da Kepler, bes katinin
birbirinin igine yerlestirildigi ve bir dizi yazili ve sinirlanmis kiire ile ayrildig
bir Giines Sistemi modeli onerdi. Kepler, o donemde bilinen alt1 gezegen
arasindaki mesafe iligkilerinin, Satlirn'iin yoriingesini temsil eden bir kiire
icinde bulunan bes Platonik kat1 agisindan anlasilabilecegini 6ne siirmiis olsa
da sonrasinda Kepler'in ortaya attigi orijinal fikir terk edilmek zorunda
kalindi. Ancak bu siiregte gergeklestirilen arastirmalardan yoriinge
dinamiginin {i¢ yasast ¢ikti, bunlardan ilki gezegenlerin yoriingelerinin
dairelerden ziyade elipsler olmasiydi ve bu da fizigin ve astronominin
gidisatin1 degistirdi.

Arsimet cisimleri, yiizleri diizgilin ¢cokgenler olan, ancak hepsi birbirine
benzemeyen ve koseleri birbirine simetrik olan on ii¢ disbiikey ¢okytizliiden
olusan bir kiimedir. Cisimler, Arsimet'in adin1 almigtir, ancak Arsimet bunlara
itibar etmemistir. Diizgiin ¢okyiizliiler sinifina, diizglin yiizlere ve simetrik
koselere sahip cokyiizliilere aittirler. Bazi Argimet cisimleri Ronesans
doneminde sanatcilarin ve matematikgilerin eserlerinde tasvir edilmistir.
Arsimet cisimlerinin adlar1, bunlar1 artik kayip bir ¢alismada ele alan Antik
Yunan matematik¢i Arsimet'ten alinmustir. Bunlar baslangicta Arsimet'e
atfedilmemis olsa da, Iskenderiyeli Pappus, Synagoge adli derlemesinin
besinci boliimiinde Arsimet'in on ii¢ ¢okylizlii siraladigini ve bunlart her
tiirden kag yiize sahip olduklar1 agisindan kisaca tanimladigini belirtmistir.

Ronesans doneminde sanatgilar ve matematikgiler yiiksek simetriye
sahip saf formlara deger vermislerdir. Baz1 Arsimet cisimleri, Arsimet'in
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eserlerini inceleme ve kopyalama girisiminde bulunan ve Arsimet'e atiflar
iceren Piero della Francesca'nin De quinque corporibus regularibus adli
eserinde ortaya ¢ikti. Ancak, o bu sekilleri Arsimet'e atfetmedi ve Arsimet'in
caligmalarini bilmedi, bunun yerine bagimsiz bir yeniden kesif gibi goriindil.
Cisimlerin diger goriiniimleri Wenzel Jamnitzer'in Perspectiva Corporum
Regularium adli eserlerinde ve Leonardo da Vinci tarafindan ¢izilen Luca
Pacioli'nin hem Summa de arithmetica hem de Divina ratione adli eserlerinde
ortaya ¢ikt1. Arsimet cisimlerinin, Pacioli'nin eserinden kopyalanan Albrecht
Diirer'in Underweysung der Messung adli eserinde ortaya cikti.

Arsimet cisimleri, kdse konfiglirasyonuna ve olduk¢a simetrik
ozelliklere sahiptir. Kose konfigiirasyonu, iki veya daha fazla ¢okgen yiizii
kdse noktasinda birlegen bir gokyiizlii anlamina gelir. Bu durumdaki yiiksek
derecede simetrik Ozellikler, her bir cisimin Platonik cisimlerden cesitli
islemler sonucunda tiiretildigi anlamina gelir. Bu islemler kesme (truncation),
diizeltme (rectification), genisletme (expansion) ve snob islemleridir. Buna
gore, kesme, koseleri kesmeyi igerir; simetriyi korumak igin, kesim gokgenin
merkezine bir koseyi birlestiren cizgiye dik bir diizlemdedir ve tiim koseler
icin aymidir. Kesme, bitigik koselerden gelen her yiiz ¢iftinin tam olarak bir
noktay1 paylagacagi kadar derinse, buna diizeltme denir. Genigletme, her yiizii
merkezden uzaklagtirmay1 (Platonik cisimin simetrisini korumak igin aym
mesafede) ve digbiikey govdeyi almay1 igerir. Snub, ¢okyiizliilerin ¢okyiizlii
yiizlerini ayirarak, yiizlerini belirli agilarda biikerek ve bunlar1 eskenar
ticgenlerle doldurarak yapilan bir ¢okyiizliiler insa siirecidir. Asagida yer
verilmis olan Sekil 2 de Arsimedyan cisimler goriilmektedir.
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y 4

TRUNCATED TETRAHEDRON CUBOCTOHEDRON TRUNCATED CUBE TRUNCATED OCTOHEDRON ~ RHOMBICUBOCTOHEDRON

TRUNCATED CUBOCTOHEDRON SNUB CUBE ICOSIDODECAHEDRON TRUNCATED DODECAHEDRON

TRUNCATED ICOSAHEDRON RHOMBICOSIDODECAHEDRON TRUNCATED ICOSIDODECAHEDRON SNUB DODECAHEDRON

Sekil 2: Arsimedyan cisimler

Arsimedyan cisimlerin isimleri ve bu cisimlerin yiizlerini olusturan
diizglin ¢okgenlerin hangi tiirde ve kag tane oldugunun bilgisini i¢eren liste
asagidaki gibidir:

©WoNoO~wWhE

Truncated tetrahedron (4 iiggen ve 4 altigen)

Cuboctahedron (8 liggen ve 6 kare)

Truncated cube (8 tiggen ve 6 sekizgen)

Truncated octahedron (6 kare ve 8 altigen)
Rhombicuboctahedron (8 tiggen ve 18 kare)

Truncated cuboctahedron (12 kare, 8 altigen ve 6 sekizgenler)
Snub cube (32 liggen ve 6 kare)

Icosidodecahedron (20 iiggen ve 12 besgen)

Truncated dodecahedron (20 liggen ve 12 ongen)

. Truncated icosahedron (12 besgen ve 20 altigen)

. Rhombicosidodecahedron (20 tiggen, 30 kare ve 12 besgen)

. Truncated icosidodecahedron (30 kare, 20 altigen ve 12 ongen)
. Snub dodecahedron (80 liggen ve 12 besgen)

Bu konularla ilgili daha genis ve detayl bilgilere P. R. Cromwell” in 1997
basimi Polyhedra eserinden ve M. Senechal’ in 2013 basim1 Shaphing Space
isimli eserlerinden ve de ilgili eserlerdeki isaret edilen kaynaklardan
ulasilabilir.
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MINKOWSKI GEOMETRILER VE METRIKLERI

Bu kisimda gokyiizliilere dair bilgilerin yani sira analitik 3-uzayda
lineer yapist Oklidyen 3-uzayla aym olan yani noktalar kiimesi, dogrular
kiimesi ve de noktalar ile dogrular kiimesine dair iligkileri diizenleyen
iizerinde bulunma bagmtisnin aym oldugu dahasi agilarin Oklidyen 3-
uzaydaki ayni yontemle Olcildiigii anlagilacak olan Minkowski
geometrilerden bahsedilecektir. Buna gore Minkowski geometrinin, Oklidyen
3-uzayla tek farkinin uzakligin tim dogrultularda ayni 6lgiilmemesi ya da
kisaca metrigin Oklidyen 3-uzaydan farkli olmasidir. Bu tarzda ifade edilen
metrik geometriler Minkowski geometri genel ad1 ile anilir. Bu agsamada bir
Minkowski geometride caligsma yapilirken metrigin ne oldugu bilindiginden
dolayi ilgili metrige gore calisilan uzaym kiireleri belirlenebilir. Ornegin 3-
boyutlu analitik uzayda taksi metrigi ve ya maksimum (Chebyshev) metrigi
ele alinirsa ilgili uzaylarin kiireleri sirasiyla octahedron ve hexahedron olarak
karsimiza ¢ikmaktir. Bunlar bes Platonik cisimin iki tanesidir. O halde bu
asama da akillara dogal olarak hemen su soru gelmektedir: “Diger Platonik
cisimleri kiire kabul edecek sekilde metrikler dahas1 bu metrikler sayesinde
Minkowski geometriler var midir?” O halde oOncelikle dogal olarak
cokylizliiniin ne oldugu sorunun cevabii verilmelidir. Bu baglamda
i=1,..,nvej=1,.., migin a;j ve b; reel sayilar olmak iizere sonlu
cokluktaki

ap1x1 + a1px12 + o+ apxy < by

Am1X1 + ApaXy + o+ QppXn < by
seklinde ifade edilmis olan lineer esitsizliklerden olusan sistemin ¢oziimiin
kiimesine yani
aj1x1 + agpX1p + o+ QX < by
P =4(xq,,xy) EIR™: :
Am1X1 + AQpaXe + -+ QpnXn < by
kiimesine bir ¢okyiizlii denir. Bu noktada ¢okyiizliiniin her bir yiizii bir
diizlemsel ¢okgen olacagindan j € {1,---,m} olmak iizere Y, a;;x; = b;
denklemine yiizey denklemi denilir. Ustelik acikca anlasilacag: iizere bir
cokytizliyli belirten metrik bulunmak istediginden bu yiizey denklemlerinin
belirlenmesi gereklidir. Bu asamada bu konuya dair detayli bilgi ve
aciklamalara Berger’ in 2004 ve 2009 basimi olan Geometry I ve Geometry 11
eserlerinden ve ayrica Thompson’ un 1996 yili yayimlanan Minkowski
Geometry isimli eserinden ulasilabilinir.

Bir ¢okyiizliiyii kiire olarak ifade edecek metrigin belirlenmesinde
asagidaki maddelerdeki hususlara dikkat edilmesi gereklidir. Buna gore ilgili
adimlar ti¢ tane olup asagidaki sekildedir.

Adim 1: Cokytizliiler, koordinat sisteminde en uygun simetriye sahip
olacak sekilde yerlestirilir. Boylece, ¢oKytizliiniin kdse noktalari simetrik
olarak koordinatlanmig olacaktir.
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Adim 2: Adim 1 de bahsedilen simetrik kose noktalar1 kullanilarak
cokyiizliiniin simetrik olacak olan yiizey diizlem denklemleri bulunur.

Bu iki adim sayesinde ¢okgen igin uzaklik fonksiyonu metrik uzayda
simetri aksiyomunu saglayacaktir.

Adim 3: Son olarak, cokylizliilerin yiizlerini iceren diizlemlerin
denklemlerini iceren genel bir iliski verilmelidir. Metrik uzayda uzakligin
negatif olmamasi1 aksiyomu saglamak igin, bu genel iliski mutlak deger
fonksiyonunun kullanimiyla verilir.

Sonug olarak yiizey denklemleri arasinda verilen genel iliski, bu ¢
adim sayesinde ve gokgenin digbiikey ve simetrik olmasi nedeniyle otomatik
olarak iicgen esitsizligini saglayacaktir. Daha basitce verilmis olan ifade
aranan ilgili metrik olacaktir. Fonksiyonel analizde ve dahast Minkowski
geometriler de verilen bir ¢okyiizliiyli kiire kabul edilecek metrigin mevcut
bilinmektedir. Ancak bu metrigin ne oldugu ya da nasil tanimli oldugu
bilinmemektedir. Boylelikle yukarida ifade edilen yontem ile bu probleme bir
¢Oziim getirilmis olur. O halde artik verilen bir ¢cokylizliiyii kiire kabul edecek
metrik kolaylikla gerekli olan biraz uzun ve sikici olabilecek hesaplamalar
yapilarak teskil edilebilir.

Bu noktada bdliim boyunca kullanilacak olan bir gosterime agiklik
getirilsin. N; = (x1,y1,21), Ny = (x3,¥,,2,) € IR® olmak iizere

U =max{|x; —x3|,|y1 = y2l, 121 — 25| }
olsun. Ayrica (+) ve (-) ile X =[xy —x3|,Y = |y1 =21, Z = |z, — 7|
ifadeleri arasindaki X - Y - Z - Xve Z - Y - X — Z seklindeki sirasiyla
pozitif ve negatif yonlii yonlendirilmeler isaret edilmektedir. Ornegin
U= X=|x;—x,| ise UT=Y=|y,—y,| ve U = Z= |z, — 2|
olacaktir.

Tanmm 2.1: N; = (xq,v1,21), N, = (x5,V,,2,) € IR®  herhangi

iki nokta olsun. Bu taktirde A€ {H,0,D,1} ve ¢ =\/§2+1, A=¢p—-1,

U=2p—3,6 =2 — @ olmak iizere
dy(Ny,No) =U
do(N;,N,) =U+ U+ U~
dp(Ny,Ny) =U+AU™
d,(Ny,Ny) = max{U + U, A(U+ Ut +U")}

seklinde  tanimli  d,:IR3 X IR® > [0,0)  fonksiyonuna  sirasiyla
N; = (x1,v1,21), N, = (x3,V5,2,) € IR® noktalar1 arasindaki hexahedron
(maksimum veya Chebyshev), octahedron (taksi), dodecahedron ve
icosahedron uzaklik fonksiyonu ad1 verilir.

Yukaridaki tamimda 3-boyutlu analitik uzay i¢in verilmis olan bu
metriklerden ilk ikisi maksimum ve taksi metrik olarak bilinirken diger ikisi
dodecahedron ve icosahedron metrikleri Temel Ermis’in doktora tezinde
verilmistir. Boylelikle Platonik cisimlerden tetrahedron hari¢ diger dort cismi
kiire kabul edecekler metrikler teskil edilmis olur. Sadece tetrahedronu kiire
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kabul edecek metrik bulunulamamistir. Dahasi tetrahedronu kiire kabul eden
metrik yoktur, ancak tetrahedronu verecek sekilde semi-metrik verilebilir.
Bunun yani sira yukaridaki metriklerde;

da(Ny,N,) =U veya dy(Ny,N,) = aU seklinde bir ifade
karsilik gelirse N ile N, noktalar1 arasindaki en kisa yol
eksenlerden birine paralel bir dogru pargasi olup uzaklik ise bu
dogru pargasinin Oklidyen uzunlugu veya Oklidyen uzunlugun
a kati olur.

da(Ny, Ny) = U + aU*/~ veya dy(Ny, Ny) = B(U + aU*/7)
seklinde bir ifade karsilik gelirse N; ile N, noktalari arasindaki
en kisa yol biri eksenlerden birine paralel bir dogru parca ve
digeri bir diger eksen ile arccos (i) radyanlik ag1 yapan dogru
parcalarinin birlesimi olup uzaklik ise bu dogru parcalarinin
Oklidyen uzunluklarinin ilgili katlariin ¢arpilip toplanmasidir.
dy(N;,N,) =U+ U+ U™ veyady(Ny,N,) = a(U+ Ut +
U~) scklinde bir ifade karsilik gelirse Nj ile N, noktalar
arasindaki en kisa yol her biri bir eksene paralel olan {i¢ dogru
parcasinin birlesimi olup uzaklik ise bu dogru parcalarinin
Oklidyen uzunluklarinin toplami veya ilgili Oklidyen uzunluk
toplaminin a kat1 olur.

N, N> 2

Ny

Ny N,
Sekil 3: Platonik cisimlerin metriklerinin yollart

Teorem 2.1: Tanim 2.1 de ifade edilmis olan hexahedron (maksimum
veya Chebyshev), octahedron (taksi), dodecahedron ve icosahedron uzaklik
fonksiyonlar1 3-boyutlu analitik uzayda birer metriktirler. Ustelik 3-boyutlu
analitik uzayda bu metriklere gore merkezil birim kireler sirasiyla
hexahedron, octahedron, dodecahedron ve icosahedrondur.

Ispat: Bu teoremde yer verilen uzaklik fonksiyonlarimin metrik
olduklarinin ispatina Gelisgen 2007 ve Ermis 2014 kaynaklarindan
ulagilabilir. ilgili uzaklik fonksiyonlarna veya metriklere gére merkezil birim
kiirelerin sekiller asagidaki sekil 4 de goriildiigii gibidir.
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Sekil 4: Platonik cisimlerin metriklerinin merkezil kiireleri

Platonik cisimleri kiire kabul edecek sekildeki metriklere benzer
olarak Arsimedyan cisimleri kiire kabul eden metrikler arastirilmigtir. Bunlara
dair bilgilere Ozcan Gelisgen, Zeynep Can ve Zeynep Colak’mn yaptig1 cesitli
calismalarda ulasilabilmektedir. Ilgili arastirmacilar on iic Arsimedyan
cisimden on tanesi i¢in metrik geometri olusturduklart literatiirdeki
caligmalarindan anlasilmaktadir. Buna gore truncated tetrahedron, snub cube
ve snub dodecahedron i¢in olanlar hari¢ diger on Arsimedyan cisim igin kiiresi
ilgili Arsimedyan cisim olacak sekilde metrik geometri teskil edilmistir. Bu
ii¢ cisimden truncated tetrahedron tam simetrik olmadigindan dolayr metrik
degil ancak semi-metrik olusturulabilirken, snub cube ile snub dodecahedron
igince kdse noktalarin koordinatlarinin fazlasi ile karmasik olmasindan dolay1
bir metrik bulunmamustir.

Tanim 2.2: N1 = (x1 'yl ,Z1),N2 = (xz ,yz ,Zz) € 1R3 herhangl

iki nokta olsun. Bu taktirde A € {CO,TC,TO,RC,TCO,ID,TD,TI,RID,TID}
olmak tizere
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1
deo (N, N,) = max{U.E(U LUt 4 U—)}
drc(Ny, Np) = max{U, (V2 — 1)(U + U* + U")}

2
dyo (N, N,) = max{u,§(U LUt 4 U-)}

2V2 +1 \/_ V2 N2 N2
dRc(Nl,Nz)zmaX U, (U+U++U) _U+,_U+_U
7 2 2 2
3-42 10 — \/_
(U, 3 (U+Ut+U"), w+ut )1
d N, N,) =
rco(N1, Nz) = max 10 \/—
1a uU+U7)
V5 — 3—\/3 V5-1
d,D(Nl,N2)=maX{U+ U+ 5 U-, > (U+U++U‘)}
V5 -1
( (U+U++U)U+ U+,‘
drp (N, N;) = max
TD( 1 2) i 5+7\/§U+4\/§_5U_
22 11
\/E _ 3—-vV5
(U+U++U),U+ > U
dr;(N;,N,) = max
TI( 1 2) 27+3\/§ 6\/3—3

+
38 HEETI
9+ 5v5 1+3\/§U_

U+U*T+U7), U+ ,
dgip(Ny, Np) = max 11 ( ) 22 22
TERALIIRCRE VI Chuk SRS Lk W18
’ 6 6 ) 4 2 4
4-+5 7445 3VE—1
(U+U++U) U+ U+,
drip(Ny, N;) = max 3 10 10
3v5 -1 5/5-9 _V5+1 1 +5-1

seklinde  tanimli  d,:IR3 x IR® > [0,0)  fonksiyonuna  sirasiyla
N; = (x1,v1,21), Ny = (X3,¥,,2;) € IR3 noktalari arasindaki
cuboctahedron, truncated cube, truncated octahedron, rhombicuboctahedron,
truncated cuboctahedron, icosidodecahedron, truncated dodecahedron,
truncated icosahedron, rhombicosidodecahedron ve truncated
icosidodecahedron metrigi ad1 verilir.

Buna gore yukaridaki metriklerde;
e dy(Ny,Ny,)=U veya dp(N;,N,) = aU seklinde bir ifade
karsilik gelirse N; ile N, noktalar1 arasindaki en kisa yol
eksenlerden birine paralel bir dogru pargasi olup uzaklik ise bu
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dogru pargasinin Oklidyen uzunlugu veya Oklidyen uzunlugun
a kat1 olur.

da(Ny, Ny) = U + aU*/~ veya dy(Ny, Ny) = B(U + aU*/7)
seklinde bir ifade karsilik gelirse N; ile N, noktalari arasindaki
en kisa yol biri eksenlerden birine paralel bir dogru parca ve

digeri bir diger eksen ile arccos (é) radyanlik a¢1 yapan dogru
gargalarmm birlesimi olup uzaklik ise bu dogru parcalarinin
Oklidyen uzunluklarmin ilgili katlarinin ¢arpilip toplanmasidir.

dy(Ny,N,) =U+ U+ U™ veyady(Ny,N,) = a(U+ Ut +
U~) scklinde bir ifade karsilik gelirse Nj ile N, noktalari
arasindaki en kisa yol her biri bir eksene paralel olan {i¢ dogru
parcasinin birlesimi olup uzaklik ise bu dogru parcalarinin
Oklidyen uzunluklarinm toplami veya ilgili Oklidyen uzunluk
toplaminin a kat1 olur.

da(Ny,Ny)) =U+aU* +BU~ veya dp(Ny, N,) =vy(U +
aU* + BU™) seklinde bir ifade karsilik gelirse Nj ile N,
noktalar1 arasindaki en kisa yol biri bir koordinat eksenine
paralel ve digerleri diger eksenler ile

arccos (i) ve arccos (é
parcalarinin birlesimi olup uzaklik ise bu dogru pargalarinin
Oklidyen uzunluklarinin toplami veya ilgili Oklidyen uzunluk

toplaminin y kat1 olur.

)radyanhk act  yapan dogru
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5l

N1 Nl
Sekil 5: Arsimedyan cisimlerin metriklerinin yollar1

Teorem 2.2: Tamm 2.2 de ifade edilmis olan cuboctahedron,
truncated cube, truncated octahedron, rhombicuboctahedron, truncated
cuboctahedron, icosidodecahedron, truncated dodecahedron, truncated
icosahedron, rhombicosidodecahedron ve truncated icosidodecahedron
uzaklik fonksiyonlar1 3-boyutlu analitik uzayda birer metriktirler. Ustelik 3-
boyutlu analitik uzayda bu metriklere gére merkezil birim kiireler sirasiyla
cuboctahedron, truncated cube, truncated octahedron, rhombicuboctahedron,
truncated cuboctahedron, icosidodecahedron, truncated dodecahedron,
truncated icosahedron, rhombicosidodecahedron ve truncated
icosidodecahedrondur.

Ispat: Bu teoremde yer verilen uzaklik fonksiyonlarimin metrik
olduklarinin ispatina Colak 2016, Can 2016 ve Gelisgen, Kaya, Colak ve
Can’m gesitli kaynaklarindan ulagilabilir. lgili uzaklik fonksiyonlarina veya
metriklere gore merkezil birim kirelerin sekiller asagidaki sekil 6 de
goriildiigh gibidir.
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Sekil 6: Arsimed cisimlerin metriklerinin merkezil kiireleri

Yardimer Teorem 2.1: Ny = (xq,V;,2), N, = (x3,V,,2) € IR 3-
boyutlu analitik uzayda herhangi iki nokta ve bu noktalardan gecen dogru [
olsun. Ayrica dg Oklidyen uzaklik fonksiyonu géstersin ve [ dogrusunun
dogrultu vektdrii  (p,q,7) olsun. Uy =max{|p|,|ql,|7]} ve UF ve
Uy ifadeleri de U, nin pozitif ve negatif yonlendirmeleri olmak iizere A €
{H,0,D,1,CO,TC,TO,RC,TCO,ID,TD,TI,RID,TID} igin

pa(Ny, Ny)
dy(Ny, V) = e 12 22 dz(Ny, Ny)
Jp?+q? +r?
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olur. Burada p, (Ny, N;) ifadesi agsagidaki gibidir:
pu(Ny,Np) = Uy
po(Ny,Np) = Uy + Uchr +Ug
pp(Ny, Np) = Uy + AUZ
pr(Ny, Np) = max{Uq + 6Ug,A(Uq + U7 + Ug)}
1
Pco(Ny, N;) = maX{Ud,E(Ud +Ug + UE)}
prc(Ny, Np) = max{Uy, (V2 = 1) (U + UF + U7)}
2
pro (N1, N;) = max {Ud:g(Ud +U7 + Ud_)}

2T+ 1 VI N2 N2
Prc(Ny, N) = maX{Ud,T(U U + Ud) —Uq Ud' Uq _Ud}

3-v2 V2
(Ud+U;+U,;)—(Ud+Ud)\
10 — 2
14
-1 3—v5 5-1

+TU,;{,Ud+ 5 U;, 5 (Ud+U,;{+U,;)}

(15-+5 V5-1 )
~ 4 52 Ua+ U7 +Ug),Ug + Ud!&
prp (N, N;) = max 54+ 7vE W5-5
22 Uat oy UdJ
V5-1 ~ 3—-V5
(Ud+U;+Ud),Ud+TUd
27+3V5 ~ 6V5-3 .
38 at—1g U
4445 9+ 5v5 1+3V5
11 (Ug +UF +Ug), 7 aTt 22 Ug
3+v5  V5+1  V5+1 1 N5-1
w—g Ve +——Ud—F—Ua+5Uz +—,—U{
4—+/5 7445 3v5 -1
(Uq + U7 +Ug), 10 Ug + 10 4

3v5 -1 5V5-9  V5+1 1 +5-1
6 Ud+ 6 Ud' 4 Ud+EUd+

(v,
prco(Ny, N) = max

(Ua +Ug)

pip(Ny, Np) = maX{Ud

pri(N;, N;) = max

Prip(Ny, N;) = max

prip (N1, N) = max
Ug,

Ug

Yukaridaki yardimci teorem Platonik ve Arsimet cisimlerinin
metrikleri ile Oklidyen metrik arasindaki gegis bagimtis1 ortaya koymaktadir.
Béylelikle herhangi iki nokta arasindaki Oklidyen ve ilgili Platonik veya
Arsimet cismine ait metrik arasinda ilgi kurulmus olur. Bu yarimci teorem
sayesinde ortaya konulmus olan bu ilgi hemen asagidaki sonuglarin ortaya
¢ikmasina imkan verir.
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Sonug 2.1: N;, N, ve X, 3-boyutlu analitik uzayda herhangi dogrudas
i¢ nokta ve A€{H,0,D,I,CO,TC,TO,RC,TCO,ID,TD,TI,RID,TID}
olsun. Bu taktirde dz(Ny,X) = dg(N,, X) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
dp(Ny, X) = dy(N,, X) olmasidir.

Sonug 2.2: N;, N, ve X, 3-boyutlu analitik uzayda dogrudas ii¢ farkli
nokta ve A€ {H,0,D,1,CO,TC,TO,RC,TCO,ID,TD,TI,RID,TID} olsun.
H dE(vaX) _ dA(NllX)

Bu taktirde D) — Ay
Platonik veya Arsimet cisimin metriginin oranlar1 aynidir.

olur. Yani bir dogru boyunca Oklidyen ve

MINKOWSKi GEOMETRILERIN iZOMETRi GRUPLARI

Geometrik aragtirmalarda kullanilan {i¢ temel geometrik yaklasim séz
konusudur. Bu arastirma yontemleri basit anlamda ismen sentetik, metrik ve
grup yaklasimi olarak ifade edilebilir. Felix Kelin geometri tanimi, bir
kiimenin kendi iizerine olan bire-bir ve Orten doniisiimlerin  yani
izomorfizmlerin altinda degismez kalan o6zelliklerin incelenmesi olup
izomorfizmler altinda uzakligin degismedigi invaryant kaldigi doniistimlerin
aragtirilmasi bir grup yaklagimidir ve geometrinin izometri grubu olarak
adlandirilir. Konveks kiimeler geometrilerin izometrileri  grubunun
belirlenmesinde onemli bir rol oynar. Bu 6zellikler hareketler grubu altinda
degismezdir ve geometri bu 6zellikleri inceler. Bir uzayin izometrileri grubu
hakkinda literatiirde gergeklestirilmis ve yayimlanmis birgok calisma vardir
(Bkz. Mubhtelif yillarda yayimlannmis kaynakcada yer alan Gelisgen, Ermis,
Kaya, Colak, Can, Savci ve Giinaltili c¢aligmalart). Giris bdliimiinde
Minkowski geometrisinde lineer yapinin Oklid yapistyla neredeyse ayni
oldugu sadece tek farkin uzakligin her yonde aymi sekilde oOlgiilmedigi
belirtilmisti. Ustelik Oklid uzayindaki alisilmis kiire yerine farkli bir metrik
kullanildigindan birim kiire belirli simetrik kapali konveks bir kiimedir. O
halde akillara mantiksal olarak herhangi bir Minkowski geometrinin izometri
grubunun ne olacagi sorusu gelmektedir. Bu sorunun yanit1 kismen de olsa
Horvath’mm 2017 yilinda yayimladigi makale ile verilmistir. Buna gore
Horvath herhangi bir Minkowski geometrisi i¢in asagidaki teoremi vermistir.

Teorem 3.1: (V, ||.||) normlu uzayinin birim kiiresi bir elips i¢inde iki
diizlemi kesmiyorsa, (V,||.||) Normlu uzaymin izometrilerinin grubu olan
1(3); Oklidyen &telemelerin grubu T'(3) ile determinant degeri +1 olan lineer
doniistimlerin grubunun bir sonlu alt grubunun yari-direkt ¢arpimudir.

Bu teoremin ortaya atilmasindan sonra agik bir sekilde geriye tek bir
soru kalir. O soru da, teoremde bahsedilen ilgili alt grup ne oldugudur? Simdi
bu baglamda Platonik ve ya Arsimed cisimlerinin metrikleri ile dosenmis 3-
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boyutlu analitik uzayin izometri grubu ilgili cismin (Platonik veya
Arsimedyan cisim) simetri grubu ile Oklidyen dtelemelerin grubu T(3) iin
yari-direkt carpimi oldugunu gosterilecektir. Burada ele aliman ya da
metrikleri verilen Platonik veya Arsimedyan cisimlerin simetri gruplar iki
farkl1 sekilde karsimiza ¢ikmaktadir. Bunlar iki Octahedral ve icosahedral
simetri gruplaridir. Yani acik¢a octahedral simetri grubu O), acikca bir
octahedronun (diizgiin sekizyiizliiniin) simetri grubu olup 48 hareket
icermektedir. Icosahedral simetri grubu I, da bir icosahedronun (diizgiin
yirmiyiizliiniin) simetri grubu olup 120 hareket icermektedir. Bu hareketler bir
diizgiin sekizyiizlii veya diizgiin yirmi yiizlilyli degistirmeyen hareket olarak
kisaca Ozetlenebilir.

Tanmm 4.1: Arsimedyan bir metrik ile dosenmis 3-boyutlu analitik
uzayda herhangi bir iki nokta N;ve N, olsun. Bu taktirde
{X:dp(Ny, X) + dp(X, Np) = dp(Ny, Np)}
kiimesine N;ve N, noktalarinin minimum uzaklik kiimesi adi verilir ve
[N;N;] seklinde gosterilir. Ele alinan Arsimedyan cisimlerine dair metriklere
iligkin minimum uzaklik kiimeleri ya bir paralel yiiz ya da altigen tabanli iki
piramittir.

A \\\\ T
)ig

S
\\\\\‘\\\\\ \

Sekil 7: Arsimed cisimlerin metriklerinin minimum uzaklik kiime tipleri

Onerme 4.1. ¢: 1IR3 — IR3 bir izometri ve [N;N,] ifadesi N; ve N,
noktalarinin minimum uzaklik kiimesi olsun. Bu taktirde

@([N1Nz]) = [@(N))@(N,)]
olur.

Ispat: M € @([N;N,]) olsun. Bu taktirde

M € @([N,N,]) 3N € [N;N;] 5 M = ¢(N)

dp(Ny, N) + dp(N,N;) = dp(Ny, N;)

da(p(ND), p(N)) + da(@(N), p(N)) = da(@(N,), @(N))
M =¢(N) € [w%l\élll)w(Nz)]

tggoe



elde edilir.

Sonuc 4.1. ¢:IR® — IR? bir izometri ve [N;N,] ifadesi N; ve N,
noktalarinin minimum uzaklik kiimesi olsun. Bu taktirde ¢ doniisiimii koseleri
koselere doniistiiriir ve dahasi [N;N,] minimum uzaklik kiimesinin kenar
uzunluklarini korur.

Onerme 4.2. ¢:IR; — IR} doniisiimii A bir Arsimed cismi olmak
lizere ilgili cismi ait metrik ile doseli IR3 uzaymda ¢(0) = O &zelligini
saglayan bir izometri olsun. Bu durumda Arsimed cisminin simetri grubuna
bagli olmak iizere ¢ € Oy, veya ¢ € I olur.

Ispat: A€ {CO,TC,TO,RC,TCO,ID,TD,TI,RID,TID} olmak iizere
on farkli Arsimedyan cisim i¢in on farkli metrikle bezenmis uzayda her durum
tek tek ele almacaktir,

Durum 1: A= CO olsun. Bu durumda bu metrikle doseli metrik uzayda
(1,0,1),(1,1,0),(0,1,1) ve (2,2,2) noktalar1 ele almsmn. O halde O =
(0,0,0) ve D = (2,2,2) olmak tizere [OD] minimum uzaklik kiimesi goz
oniline alindigindan ilgili kiimenin cuboctahedronun ait olan ve yukarida
bahsedilen {i¢ noktasindan gecen bir paralelyiiz oldugu gériiliir. Bu ii¢ nokta
cuboctahedronun bir iiggen yiiziiniin koseleridir. ¢ doniisimii sonug 4.1
geregince minimum uzaklik kiimesinin kdse noktalarini yine kose noktalara
doniistiirecek ve uzakligi koruyacaktir. Dolayisiyla ¢ nin yukarida bahsedilen
noktalar1 doniistiirebilecegi cuboctahedronun sekiz tiggen yiizii olup her bir
yiiz lizerinde bu noktalarin doniisebilecegi 6 farkli ihtimal s6z konusudur.
Boylelikle toplam ihtimallerin sayis1 48 olur. Bu olasiliklarin her biri tek tek
ele alinirsa istenilen cuboctahedronun simetri grubu olan octahedral grubun
elemant oldugu kolaylikla goriiliir.

Durum 2: A= TC olsun. Bu durumda bu metrikle doseli metrik uzayda
(L1,v2-1),(L,v2-11),(V2-111)ve (V2 + 1,V2 + 1,V2 + 1)
noktalari ele alinsin. O halde O = (0,0,0) ve D = (\/f +1,V2+1,V/2+ 1)
olmak tizere [0D] minimum uzaklik kiimesi goz Oniine alindigindan ilgili
kiimenin truncated cube ait olan ve yukarida bahsedilen {i¢ noktasindan gecen
bir paralelyiiz oldugu goriliir. Bu ti¢ nokta truncated cubenin bir ti¢ggen
yliziiniin koseleridir. ¢ donilisiimii sonug 4.1 geregince minimum uzaklik
kiimesinin kdse noktalarini yine kdse noktalara doniistiirecek ve uzaklig
koruyacaktir. Dolayisiyla ¢ nin  yukarida bahsedilen noktalar
donistiirebilecegi truncated cubenin sekiz {iggen yiizii olup her bir yiiz
lizerinde bu noktalarin donisebilecegi 6 farkli ihtimal s6z konusudur.
Boylelikle toplam ihtimallerin sayisi 48 olur. Bu olasiliklarin her biri tek tek
ele alinirsa istenilen truncated cubenin simetri grubu olan octahedral grubun
elemani1 oldugu kolaylikla goriiliir.
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Durum 3: A= TO olsun. Bu durumda bu metrikle déseli metrik uzayda

1 1 1\ (1 1 1
(3.01).(0=31).(0.-13). (G ~10). (1.-3,0). (105) ve (11D
noktalar1 ele alnsin. O halde O = (0,0,0) ve D = (1,1,1) olmak iizere
[OD] minimum uzaklik kiimesi goz Oniine alindigindan ilgili kiimenin
truncated octahedrona ait olan ve yukarida bahsedilen alt1 noktasindan gegen
bir altigen tabanli 2-piramid oldugu goriiliir. Bu alti1 nokta truncated
octahedronun bir altigen yiiziiniin koseleridir. ¢ doniisimii sonug 4.1
geregince minimum uzaklik kiimesinin kdse noktalarini yine kose noktalara
donistiirecek ve uzakligr koruyacaktir. Dolayisiyla ¢ nin yukarida bahsedilen
noktalar1 doniistiirebilecegi truncated octahedronun sekiz altigen yiizii olup
her bir yiiz iizerinde bu noktalarin doniisebilecegi 6 farkli ihtimal sz
konusudur. Boylelikle toplam ihtimallerin sayis1 48 olur. Bu olasiliklarin her
biri tek tek ele alinirsa istenilen truncated octahedronun simetri grubu olan
octahedral grubun elemani oldugu kolaylikla goriiliir.

Durum 4: A= RC olsun. Bu durumda bu metrikle doseli metrik uzayda
(V2-142-11),(1L,V2-1,v2—-1),(V2-1,1,V2 - 1) ve (2V2 -
1,2v2 — 1,242 — 1) noktalar1 ele alinsin. O halde O = (0,0,0) ve D =
(2\/5— 1,2v2 — 1,2V/2 - 1) olmak tizere [OD] minimum uzaklik kiimesi
g6z Oniine alindigindan ilgili kiimenin rhombicuboctahedrona ait olan ve
yukarida bahsedilen ii¢ noktasindan gegen bir paralelyiiz oldugu goriiliir. Bu
ti¢ nokta rhombicuboctahedronun bir tiggen yiiziiniin koseleridir. ¢ doniistimii
sonug 4.1 geregince minimum uzaklik kiimesinin kdse noktalarini yine kdse
noktalara doniistiirecek ve uzakligi koruyacaktir. Dolayisiyla ¢ nin yukarida
bahsedilen noktalar1 doniistiirebilecegi rhombicuboctahedronun sekiz tiggen
ylizii olup her bir yiiz iizerinde bu noktalarin doniisebilecegi 6 farkli ihtimal
s0z konusudur. Boylelikle toplam ihtimallerin sayis1 48 olur. Bu olasiliklarin
her biri tek tek ele alinirsa istenilen rhombicuboctahedronun simetri grubu
olan octahedral grubun elemani oldugu kolaylikla goriiliir.

Durum 5: A=TCO olsun. Bu durumda bu metrikle doseli metrik
3+\/_ 2\/_1 3+\/_ 2\/_1 2\/_1 3+\/_ 2\/_1 3+\/_

uzayda ( D, (1, ) ( SN¢ 1),
a '2\/——1 3+\/—) (3+\/_ 2\/; 1) ve (2\/;+6’2\/;+6,2\/;+6) noktalart  ele
alinsin. O halde 0 = (0,0,0)ve D = (2\/_+6 2\/;+6,2\/—+6) olmak tizere

[OD] minimum uzaklik kiimesi goz Oniine alindigindan ilgili kiimenin
truncated cuboctahedrona ait olan ve yukarida bahsedilen alti noktasindan
gegen bir altigen tabanli 2-piramid oldugu goriiliir. Bu alt1 nokta truncated
cuboctahedronun bir altigen yiiziiniin koseleridir. ¢ doniisimii sonug 4.1
geregince minimum uzaklik kiimesinin kdse noktalarini yine kose noktalara
doniistiirecek ve uzakligi koruyacaktir. Dolayisiyla ¢ nin yukarida bahsedilen
noktalar1 dontstiirebilecegi truncated cuboctahedronun sekiz altigen yiizii
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olup her bir yiiz iizerinde bu noktalarin doniisebilecegi 6 farkli ihtimal sz
konusudur. Bdylelikle toplam ihtimallerin sayis1 48 olur. Bu olasiliklarin her
biri tek tek ele alinirsa istenilen truncated cuboctahedronun simetri grubu olan
octahedral grubun elemani oldugu kolaylikla goriiliir.

Durum 6: A= ID olsun. Bu durumda bu metrikle déseli metrik uzayda
V5-1 1 V5+1) (V5+1 v5-1 1) (1 V5+1 v5-1 V5+1 v5+1 V5+1
(4'2'4)'(4’4'2)’(2'4'4)Ve(2'2’2)
noktalari ele alinsin. O halde 0 = (0,0,0) ve D = (\E;l,ﬁ;l,ﬁ;l) olmak
tizere [0D] minimum uzaklik kiimesi g6z oniine alindigindan ilgili kiimenin
icosidodecahedrona ait olan ve yukarida bahsedilen ii¢ noktasindan gegen bir
paralelytiz oldugu goriilir. Bu ii¢ nokta icosidodecahedronun bir tiggen
yiiziiniin koseleridir. ¢ donilisiimii sonug 4.1 geregince minimum uzaklik
kiimesinin kose noktalarin1 yine kdse noktalara doniistiirecek ve uzakligi
koruyacaktir. Dolayisiyla ¢ nin  yukarida bahsedilen noktalar
dondistiirebilecegi icosidodecahedronun yirmi tiggen yiizii olup her bir yiiz
tizerinde bu noktalarin doniisebilecegi 6 farkli ihtimal s6z konusudur.
Bdoylelikle toplam ihtimallerin sayis1 120 olur. Bu olasiliklarin her biri tek tek
ele alinirsa istenilen icosidodecahedronun simetri grubu olan icosahedral
grubun elemani oldugu kolaylikla goriiliir.

Durum 7: A= TD olsun. Bu durumda bu metrikle doseli metrik uzayda
(ﬁ 5-V5 \/§+5) (\/§+5 V5 5—\/3) (5—\/5 V5+5 E)Ve (\/§+15 V5+15 \/§+15)

5’ 5 710 /’\V10 "5’ 5 /J'’\U 5 " 10’5 10 7 10 ' 10

noktalar1 ele alinsin. O halde 0 = (0,0,0)veD = (61215,\/51215,@1215)
olmak tizere [0D] minimum uzaklik kiimesi goz Oniine alindigindan ilgili
kiimenin truncated dodecahedrona ait olan ve yukarida bahsedilen iig
noktasindan gegen bir paralelyiiz oldugu goriiliir. Bu {i¢ nokta truncated
dodecahedronun bir tiggen yiiziiniin koseleridir. ¢ doniisimii sonug 4.1
geregince minimum uzaklik kiimesinin kdse noktalarini yine kose noktalara
doniistiirecek ve uzakligi koruyacaktir. Dolayisiyla ¢ nin yukarida bahsedilen
noktalar1 doniistiirebilecegi truncated dodecahedronun yirmi tiggen yiizii olup
her bir yiiz iizerinde bu noktalarin doniisebilecegi 6 farkli ihtimal soz
konusudur. Boylelikle toplam ihtimallerin sayis1 120 olur. Bu olasiliklarin her
biri tek tek ele alinirsa istenilen truncated dodecahedronun simetri grubu olan
icosahedral grubun elemani oldugu kolaylikla goriiliir.

Durum 8: A= T1 olsun. Bu durumda bu metrikle déseli metrik uzayda
V5-1 V5-1 V5-1 1 3+/5 V5-1 1 3+45
( 6 ’0'1)’(_ 6 ’0'1)’( 2 ' 2" 6 )’(_ 2 ' 2" 6 )’
(E,—Z,\/—g), ( \/5_1, 2,\@) ve (\/§+1,\/§+1’\/§+1) noktalar1  ele
6 3’3 6 3’3 3 3 3

almsin. O halde 0 = (0,0,0)veD = (‘/§+1 V5+1 V5+1

37 3 7 3
[OD] minimum uzaklik kiimesi goz Oniine alindigindan ilgili kiimenin
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truncated icosahedrona ait olan ve yukarida bahsedilen alt1 noktasindan gegen
bir altigen tabanli 2-piramid oldugu goriliir. Bu alti nokta truncated
icosahedronun bir altigen yiiziiniin kdseleridir. ¢ doniisimii sonug 4.1
geregince minimum uzaklik kiimesinin kdse noktalarini yine kose noktalara
doniistiirecek ve uzakligi koruyacaktir. Dolayisiyla ¢ nin yukarida bahsedilen
noktalar1 doniistiirebilecegi truncated icosahedronun yirmi altigen yiizii olup
her bir yiiz iizerinde bu noktalarin doniisebilecegi 6 farkli ihtimal so6z
konusudur. Boylelikle toplam ihtimallerin sayis1 120 olur. Bu olasiliklarin her
biri tek tek ele alinirsa istenilen truncated icosahedronun simetri grubu olan
icosahedral grubun elemani oldugu kolaylikla goriiliir.

Durum 9: A= RID olsun. Bu durumda bu metrikle doseli metrik

uzayda (3 Z‘F At \/_) ( —\/3,3_‘/§,J§2_1),(f 13—

V5, 3~ \/_) ve (4 V5,4 — \/_ 54 —+/5 ) noktalar1 ele alinsin. O halde O =

(0,0,0)veD = (4—+5,4—+54—+5) olmak iizere [0D]minimum
uzaklik  kiimesi g0z oniine alindigindan  ilgili kiimenin
rhombicosidodecahedrona ait olan ve yukarida bahsedilen ii¢ noktasindan
gegen bir paralelyiiz oldugu goriiliir. Bu ti¢ nokta rhombicosidodecahedronun
bir liggen yiiziiniin koseleridir. ¢ doniigiimii sonug 4.1 geregince minimum
uzaklik kiimesinin kose noktalarini yine kose noktalara doniistiirecek ve
uzakligr koruyacaktir. Dolayisiyla ¢ nin yukarida bahsedilen noktalari
dondstiirebilecegi rhombicosidodecahedronun yirmi tiggen yiizii olup her bir
yiiz iizerinde bu noktalarin doniisebilecegi 6 farkli ihtimal s6z konusudur.
Boylelikle toplam ihtimallerin sayisi 120 olur. Bu olasiliklarin her biri tek tek
ele aliirsa istenilen rhombicosidodecahedronun simetri grubu olan
icosahedral grubun elemani oldugu kolaylikla goriiliir.

Durum 10: A=TID olsun. Bu durumda bu metrikle doseli metrik

2v5-3 2v5-3 2v5-3 2v5-3 4/5-6 1435 9+5+/5
uzayda ( 11’ 11 ’1)’(_ 11’ 11 ’1)’( 11’ 22 ’ 22 )’
(_ 4/5-6 1+3+/5 9+5\/§) (2\/5—3 445 5\/5—2) (_ 2v/5-3 4+5 5\/3—2)
11 " 22 7 22 )"\ 11’ 112’ 11 )’ 11 7 117 11 ve
(8+121\/§,8+121\/§,8+121\/§) noktalar1 ele alinsin. O halde 0 = (0,0,0) ve D =
(8+121\/§, 8+121£, 8+121\/§) olmak tizere [0D] minimum uzaklik kiimesi g6z 6niine

alindigindan ilgili kiimenin truncated icosidodecahedrona ait olan ve yukarida
bahsedilen alt1 noktasindan gegen bir altigen tabanli 2-piramid oldugu goriiliir.
Bu alt1 nokta truncated icosidodecahedronun bir altigen yiiziiniin kdseleridir.
@ doniigimii sonu¢ 4.1 geregince minimum uzaklik kiimesinin kose
noktalarin1 yine kdse noktalara doniistirecek ve uzakligi koruyacaktir.
Dolayistyla ¢ nin yukarida bahsedilen noktalar1 doniistiirebilecegi truncated
icosidodecahedronun yirmi altigen yilizii olup her bir yiiz lizerinde bu
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noktalarin doniisebilecegi 6 farkli ihtimal s6z konusudur. Boylelikle toplam
ihtimallerin sayist 120 olur. Bu olasiliklarin her biri tek tek ele alinirsa
istenilen truncated icosidodecahedronun simetri grubu olan icosahedral
grubun elemani oldugu kolaylikla goriiliir.

Sekil 8: Arsimed cisimlerin ile minimum uzaklik kiimeleri

Teorem 4.2: @:1R3 — IR3 doniisimii A bir Arsimed cismi olmak
iizere ilgili cismi ait metrik ile doseli IR} uzay1 iizerinde bir izometri olsun.
Bu taktirde ¢ = T, o @ olacak sekilde bir tek T, € T(3) ve ® € {0y, I1,}
dontisimleri vardir. Burada T (3), 3-boyutlu analitik uzayin 6telemeler grubu
ve Oy, I, ile de octahedron ve icosahedronun simetri gruplart temsil
edilmektedir.

Ispat: ¢ doniisiimii ilgili Arsimed cisminin metrigi ile doseli metrik
uzayda A = (a, b, ¢) olmak tizere ¢ (0) = A 6zelligindeki bir izometri olsun.
Buna gore @ = T_, o ¢ doniisiimii tanimlansin. Bu taktirde agik bir sekilde
®(0) = 0 ozelliginde bir izometri olacaktir. Boylelikle bir dnceki 6nerme
geregince @ =Ty 0o ® ve ® € {0y, 1} elde edilir. Doniistimiin tekliginin
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ispat1 ise agikardir. Boylece herhangi bir Arsimed cisminin metrigi ile doseli
3-boyutlu analitik uzaym izometriler grubunun 3-boyutlu analitik uzayda
bilinen Oklidyen 6telemeler grubu ile séz konusu Arsimedyan cisimin simetri
grubunun yari direkt ¢arpimi oldugu gosterilmis olur.

SONUC

Bu boliimde insanlik tarihi kadar kadim bir arastirma calisma alani
geometrinin ilging ve dikkat ¢eken ¢aligma alanlarindan ikisi olan ¢okyiizliiler
ile metrik geometriler ele alinmigtir. Buna gore, bahsi gegen alanlardan ilk ele
alinaninin konusu binlerce yillardir insanlarin ilgisi ¢eken 3- boyutlu uzayda
yer yasam alinan sahip olan geometrik sekillerden cokyiizliilerin giizel ve
enteresan bir smifi olan Arsimedyan cisimlerdir. ikinci ele alman alanin
konusu ise cokyiizliilere nispeten ¢cok ¢ok daha yeni olup ancak bir asira
dayanan bir maziye sahip olan metrik geometriler konusudur.

Ozelliklerde son yillarda yogunlasan calismalar ile bu iki alanin
kesisimin de yer alan konulara dair ¢alismalarin siklastigi goziikmektedir.
Buna gore bu bahsi gecen konuyla ilgili calismalardan yola c¢ikarak,
Arsimedyan cisimleri kiire kabul edecek sekilde metriklerin dolayisiyla bu
metrikler ile olusturulan metrik geometrilerin varliklar: arastirilmis ve daha
sonrasinda ilgili metrik uzaylarin sagladigi bir takim geometrik 6zellikler
incelenmistir. Ilgili Arsimed cismini kiire kabul eden metrik ile Oklidyen
metrik arasindaki gecis bagintilart bulunmustur. Bu baglantidan yola ¢ikarak,
bir dogrultu boyunca Oklidyen ve ilgili metrigin oranlarmin yani bdlme
oranlarmin degismedigi ortaya konmustur.

Son olarak da Felix Klein’in bir kiimenin kendi iizerine olacak sekilde
bazi dontisiimler altinda degismez kalan Ozelliklerin incelenmesi olarak
verdigi geometri tanimina uygun olarak olusturulan ilgili metrik uzaylarda
uzaklik koruyan doéniigiimler yani izometriler incelenerek doniigiimler tespit
edilmistir. Sonrasinda ise ilgili uzaylarin izometri grubunun 3-boyutlu analitik
uzayda bilinen Oklidyen telemeler grubu ile s6z konusu Arsimedyan cisimin
simetri grubunun yari direkt ¢arpimi oldugu ortaya konmustur.
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OZET

Keyfi smir ve baglangic kosullarinui igeren zaman ve konum
degiskenlerine bagl lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin analitik
¢Oziimlerini elde etmek her zaman miimkiin olmamaktadir. Analitik ¢6ziimiin
bulunmadig1 durumlarda ise bu tip denklemlerin yaklasik ¢éziimlerini bulmak
icin yontemler gelistirilmistir. Zaman ayristirmasi yapildiktan sonra konum
ayristirmasi i¢in sonlu elemanlar yontemleri kullanilarak bu tip denklemlerin
niimerik ¢ézlimlerinin arastirilmasi son zamanlarda siklikla yapilmaktadir.

Bu c¢aligmada konum ayristirmasi i¢in sonlu elemanlar metotlarindan
biri olan kolokasyon metodu ile birlikte kuintik (besinci derece) trigonometrik
B-spline fonksiyonlar kullanilarak Gilson-Pickering denkleminin niimerik
¢oziimii arastirilmustir. Gilson-Pickering denklemi zamana bagl iiglincii
mertebeden lineer olmayan bir denklemdir. Zaman ayristirmast igin ise
dogrulugu iki olan Crank-Nicolson metodu tercih edilmistir. Lineer olmayan
Gilson-Pickering kismi diferansiyel denkleminin lineerlestirilmesi i¢in kuasi-
linerizasyon yontemi kullanilmistir. Onerilen yontemin dogrulugunu
gosterebilmek adina niimerik ¢6ziimii arastirilan Gilson-Pickering kismi
diferansiyel denkleminin solitary dalga analitik ¢6ziimiinii i¢eren bir test
problemi kullanilmustir. Elde edilen sonuglart yorumlayabilmek ve niimerik
sonuglar ile analitik ¢6ziim degerlerini karsilagtirabilmek igin solitary
dalgalarin durumunu ve mutlak hatay1 gosteren grafikler ¢izilmis, bulunan
sonucglar ise tabloda gosterilmistir. Sekillerden Onerilen yontemin kabul
edilebilir diizeyde hata degeriyle tek bir solitary dalganin simiilasyonunu
basarili sekilde modelledigi goriilmiistiir. Tablo incelendiginde ise Gilson-
Pickering denkleminin yaklagik ¢oziimii i¢in Onerilen yontem ile elde edilen
maksimum hatalarin da kabul edilebilir oldugu ve literatiirde verilen korunum
kanunlarmin analitik degerleriyle de uyumlu sonuglar bulundugu
gOrilmiistiir.

Anahtar Kelimeler — Gilson-Pickering Denklemi; Kolokasyon Metodu; Kuintik
Trigonometrik B-Spline Fonksiyonu; Crank-Nicolson Metodu; Kuasi- Linearizasyon.

GIRiS

Gilson-Pickering denklemi olusum denklemlerinden biridir. Ilk olarak
1995 senesinde Gilson ve Pickering tarafindan ¢, k, a, f keyfi sabitler olmak
tizere agagidaki gibi tanimlanmistir (Gilson, 1995):

Up — Uyt + 2KUy — Ulyyy — OUU, — Py Uygy = 0. 1)

Bu tir denklemler, akigskanlar mekanigi, plazma fizigi vb. gibi
uygulamali bilimlerin ¢esitli dallarinda bircok c¢aligmanin ilgi odagidir.
Gilson-Pickering denkleminin tanh-coth yontemi (Irshad, 2012), G'/G-
expansion yontemi (Fan vd., 2009; Yokus vd., 2020), meshless yontemi
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(Zabihi ve Saffarian, 2018), sonlu elemanlar yontemi (Ak vd., 2019; Karakog
vd., 2023; Esen vd., 2018) gibi farkl: yontemler yardimiyla niimerik ¢oziimleri
daha onceden elde edilmistir. Bu bdliimde Gilson-Pickering denkleminin
niimerik ¢6ziimil i¢in bir sonlu elemanlar yontemi olan kolokasyon yontemi
ele alinacaktir. Coziimii arastirilacak olan denklemin zaman ayristirmasi igin
Crank-Nicolson yontemi uygulanacaktir. Denklemin konum ayristirmasini
elde etmek igin, kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonuna bagh
kolokasyon yontemi uygulanacaktir. Ugiincii mertebeden Gilson-Pickering
denklemi lineer olmayan bir kismi diferansiyel denklem oldugundan, 6nerilen
yontem uygulandiktan sonra denklemdeki lineer olmayan terimler igin kuasi-
linerizasyon teknigi kullanilarak denklem lineerlestirilecektir. Denklemin
niimerik ¢oziimiinii arastirmak i¢in Onerilen yontemin dogrulugunu 6lgmek
adina ise solitary dalganin yayilimina karsilik gelen analitik ¢6ziimii i¢eren bir
test problemi kullanilarak elde edilen sonuglar karsilagtirilacaktir.

KUINTIK TRIGONOMETRIK B-SPLINE KOLOKASYON METODU

[a,b] arahigi, h konum adimi olmak iizere esit aralikli x;;
i=0,.., N digim noktalarina sahip olsun ve (1) denklemi i¢in asagidaki
baslangi¢ ve sinir kosullart verilsin:

u(a,t) =0,u(b,t) =0,t >0, 2
u,(a,t) = 0,u,(b,t) =0, 3
u(x,0) = f(x),x € [a, b]. 4)

Xp=a+mhym=0,..Nve t, =ndAt;n =0,1,2,... olmak iizere
diigiim noktalarindaki bilinmeyen fonksiyonlarin analitik ¢oziimleri:
U(Xm, ty) = um (5)
ve niimerik ¢oziimleri ise Uy, olarak gosterilsin.
Zaman ayrigtirmasi

Gilson-Pickering denkleminin zaman ayristirmasi i¢in
untioyn unt iy L R )
Uy = ,U = J Uy = ———, ..
. at K K
formiilleri yardimyla Crank-Nicolson yontemi kullanmilir ve denklem

diizenlenirse

un+1 € (uuxxx)n+1

T _ A_tujrclj—;l + Ku;wl _ 5 _ E (uux)n+1
,8 u” € (uuxxx)n
- E (uxuxx)n+1 = E - Euyrclx - Kuarcl + 2

@ n ﬁ n
+ E (uux) + E (uxuxx) (6)

denklemi elde edilir.
Kuasi-linerizasyonu
(6) denklemindeki lineer olmayan terimler igin
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(uuxxx)n+1 =u unrclxx + unugcl;cl—xl - (uuxxx)n

(uux)n+1 — un+1u’rcl + unu;l+1 _ (uux)n
(uxuxx)n+1 = uch-lu;clx + u;clugcl;l = (UyUp)"
formiilleri ile kuasi-linerizasyon yontemi uygulanarak denklem diizenlenirse
(2 — adtu? — Atul,, )u™t + (2kAt — adtu™ — pAtul,)ult?
+(—2¢ — pAtuD) U — (Atu™ulyEl = 2u™ — 2kAtul — sul,  (7)
denklemi elde edilir.
Konum ayristirmasi
Aragtirilan niimerik ¢6ziimii bulmak igin

n+1

N+2
UGt = ) T80 ®)

j==2
yaklagiminda &;ler 6nerilen yontemden elde edilecek olan bilinmeyenler ve

)" = (sin (%))ll =-3.31=1,.,5

h 3h 5h
6 = sin (E) sin(h) sin (7> sin(2h) sin (7> ,k=0,..,N.

olmak lizere

g 5
(A3) Xp3 =X < Xp2

—(2=3)*(A-1) = (A=3)%(Z0)(A2)
—(A3)(A1)(222)? = (A3)(A2)(A2)? Xpa X < Xp
—(A3)(A2)?

(A3) (20)* + (A=3)* (A1)(A2)(%0)

+(23) (1) (Ao) + (A3)(A2)(A2)  (Ap)
+(23)(A2)A2)A1)(Aa) + (A3)(A2)P(Ag)? Xp1 EX <X
+HA3)(A2) (A0) + (A3)(A2)* (A1) ()

) +23)(A2)(A2)(Ao1)* + (A3)* (A0 )?

T(x) = é< . )
—(23) (1) —(As)(A2)(A2)(A1)”

~(2=3)(22)* (A-1)(A1) = (A-3)(A2)* (Ao)

—(23)(A2)*(A1)* = (A3)(A2)(A2) (A1 )(A1) XESX < Xpa
—(23)(A2)A2)* (A0) - (A3)* (A1) (A1)

—(23)*(2a1)(A2)(A0) = (A3)* (A0)*

(A=3)(A2)* + (A3)(A22)(A2) + (A3)*(Aa1)(A2)?

P 2 Xkl =X < Xps2
+(A3) (A0)(A2) +(43)7 (A1)

—(23) Xked £ X < X3

L 0 ,otherwise

©)
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kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 kullanilacaktir. (8) ve (9)
esitliklerinden U yaklagimi ve tiirevleri

s (h
o = sme(z)'
o) - 2 sin® (g) cos(% (16 cos? (%) - 3)
9 1)
2 (1 + 48 cos* (% — 16 cos? (%)) sin® (g)
as = - ,
5sin* (g) cos (g)
= 20 :
s (e @) oeo ()
2= 5 ,
5sin3 (g) (5 cos? (g) - 1)
“a= 46 '
- 5 sin’ (g) cos (g) (—15 62022 (%) + 3+ 16 cos* (%))
5 sin3 (%) (16 cos® (%) — 5cos? (%) + 1)
T 20 :
4 5 sin? (g) cos (g) (25 cos? (%) - 13)
T 80 :
5 sin? (%) cos? (g) (8 cos* (%) — 35 cos? (%) + 15)
=" 46 -

olmak iizere
Uy(Xm,t) = a16im—2 + @201 + a36m + a20m41 + a10m42,
Uy(xmit) = b1Om—z + b30m—1 — b26m41 — b16mya,
Uy (xm t) = c16m—2 + €26m—1 + €30 + C20m41 + €16my2,
UN' Qo 8) = d16m—z + d20m—1 — da8ims1 — d10ma2
seklinde elde edilir. Bu esitliklerin (7) denkleminde kullanilmasiyla
¥1 = (2 — adtu} — Atuy,y)a, + (2kdt — adtu™ — BAtuy, )by
+ (—2¢& — pAtu})c, — (Atu™)d,,
Y, = (2 — adtull — Atul,)a, + kAt — adtu™ — fAtul, )b,
+ (—2¢& — BAtu})c, — (Atu™)d,,
Y3 = (2 — adtu} — Atul)as + (—2& — BAtuy)cs,
Vi = (2 — adtu} — Atul,.)a, — (2kAt — adtu™ — BAtul, )b,
+ (—2& — pAtuy)c, + (Atu™)d,,
ys = (2 — adtu} — Atull,)a, — kAt — adtu™ — BAtul, )by
+ (—2¢ — pAtul})c, + (Atu™)d,,
48



Yo = 2a, — 2kAtb; — €cy,
Y7 = 2a, — 2kAth, — &c,,
Y8 = 2a3 — &C3,

Y9 = 2a, + 2kAtb, — &y,
Y10 = 2a4 + 2kAtb; — ecy

olmak tizere
ViOmes + V20mih + V30t + vabmth + vsonts
= Y60m—2 + ¥76m-1 + ¥80m + YoOmi1 + Y100m+2

denklem sistemi elde edilir. Boylece, N + 1 denklem ve N + 5 bilinmeyenli
bir denklem sistemi bulunur. Bu sistemin ¢dziilebilmesi i¢in (2) ve (3) smr
kosullar yardimryla sistemdeki §_,, 5_1, y41 ve Oy, bilinmeyenlerinin yok
edilmesiyle (N + 1) X (N + 1) lik ¢oziilebilir bir matris sistemi elde edilir.
Zaman iterasyonunun baslayabilmesi i¢in (4) baglangi¢ kosulu ve (2) ve (3)
sinir kosullarindan faydalanilip sistem Matlab programi yardimiyla ¢oziiliir.
Test Problemi

Gilson-Pickering denklemi tarafindan saglanan korunum kanunlar1

. N
11=f udx:hZu}l,

]:
“ 1
I, = f (E (Bu? + e(uy)?) — 2£uuxx) dx
N_Oo1
2 2
hz (E (3(u]”) + s((ux)}‘) ) — 2£u}1(uxx)?)
j=1
seklindedir. Korunum kanunlarinin yaklagik degerleri sagdan dikddrtgenler

kurali ile hesaplanacaktir. Onerilen yontemin dogrulugunu 6lgmek icin ise
Loo = llu—Ullo = Orgjzgluj - U]

R

hata normu hesaplanacaktir.

Gilson-Pickering denklemi i¢cin k=05¢ec=1,a=-3;
B = —1.5; ¢ = 0.5 parametre degerleri secildiginde t € [0,1] igin bir analitik
¢Ozimu

( t)_3(c—2k)sc 1+ tanh? 1 C—ZK( 0
u _aek—c+21c( an (2 ec ¢ )
seklindedir. Bu ¢6ziim igin baslangi¢ ve siir kosullar
(x,0) = 3(c — 2kx)ec 1+ tanh? 1 |c—2k
R P ——— ZK( an (2 ec ),

u(—=10,t) = u(10,t) =0
u,(—10,t) = u,(10,t) =0
olarak segilecektir. Onerilen yontemle modellenecek olan tek solitary
dalganin hareketi i¢in konum adim degeri h = 0.1 ve zaman adim degeri At =
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0.01 olarak alinacaktir. Sekil 1'de solitary dalganin zaman igerisindeki
simiilasyonu ii¢ boyurlu olarak verilmistir. Sekil den de goriildiigii iizere,
solitary dalga simiilasyon boyunca gorsel olarak sekil degistirmeksizin sola
dogru ilerlemektedir. Sekil 2 de ise t = 0 ve t = 1 zamanlarindaki solitary
dalgalarin durumu verilmistir. Goriildiigii tizere dalganin genliginde bir miktar
diisiis goriilmektedir. Sekil 3'de ise onerilen yontemle elde edilen niimerik
¢cOzlimiin ¢ = 1 anindaki mutlak hata dagilimi verilmistir. Mutlak hatanin en
bliyiik degerinin dalgalarin tepe noktasi civarinda geldigi goriilmektedir.
Farkli zamanlardaki L, hatasi ile ve korunum kanunlarinin niimerik degerleri
Tablo 1'de verilmistir. Tablodaki degerlere gore Onerilen yontemle elde edilen
cozlimlerin analitik ¢oziimle kiyaslandiginda kabul edilebilir dogrulukta
oldugu soylenebilir. Korunum kanunlar1 degerleri ise simiilasyon siirecinde
gercek degerine yakin kalmaktadir.

t 1 -0

X

Sekil 1: Solitary dalga ¢oziimleri

0.8
07+ t=0 t=1
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041
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03r
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0 L 1 e 1 1 1 oo L 1
-10 -8 -6 4 2 0 2 4 6 8 10
X

Sekil 2: t = 0 ve t = 1 zamanlarndaki solitary dalga ¢oziimleri
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Sekil 3: h = 0.1 ve At = 0.01 igin £ = 1 deki mutlak hata

Tablo 1: h = 0.1 ve At = 0.01 i¢in hata ve korunum degerleri

t Lo I I,

0.0 0.0000000 1.7320507 0.6928203
0.1 1.6049591x 103 1.7320502 0.6925914
0.2 3.2667716x 1073 1.7320491 0.6919052
0.3 4.9868196% 1073 1.7320473 0.6907635
0.4 6.7624997x 103 1.7320447 0.6891694
0.5 8.6511406x 103 1.7320413 0.6871270
0.6 1.0611487x 102 1.7320370 0.6846418
0.7 1.2651068% 102 1.7320318 0.6817203
0.8 1.4838851x 1072 1.7320255 0.6783703
0.9 1.7098078x 102 1.7320180 0.6746004
1.0 1.9477410% 102 1.7320093 0.6704208
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SONUC

Gilson-Pickering denkleminin niimerik ¢6ziimiinii elde etmek igin
konum ayristirmasinda trigonometrik kuintik B-spline fonksiyonuna bagli
kolokasyon yontemi ve zaman ayristirmasinda Crank-Nicolson yontemi
kullanilmustir.  Gilson-Pickering denklemini lineerlestirmek i¢in kuasi
linerizasyon teknigi kullanilmigtir. Onerilen ydntemin dogrulugunu 6lgmek
icin tek bir solitary dalganin hareketini iceren bir test problemi incelenmis ve
onerilen yontemin Gilson-Pickering denkleminin yaklasik ¢6ziimii igin
alternatif bir yontem olarak kullanilabilecegi gorilmiistiir.
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OZET

Bu boliimde neredeyse insanligin yeryiiziinde varolusundan itibaren
ilgi duyulmus olan bir aragtirma alani olan geometrinin ilging ve dikkat
ceken caligma alanlarindan ikisi olan ¢okyiizliiler ile metrik geometriler ele
alinmistir. Buna gore, bahsi gegen alanlardan ilk ele alinan konu binlerce
yillardir insanlarin ilgisi ¢eken 3- boyutlu uzayda yasayan geometrik
sekillerden g¢okyiizliilerin kismen geng¢ ve ilgi ¢ekici bir sinifi olan Katalan
cisimlerdir. ikinci ele alinan alanin konusu ise gokyiizliilere nispeten cok
daha geng bir alan olup ancak en ¢ok bir yiizyila dayanan bir maziye sahip
olan metrik geometriler konusudur. Ozelliklerde son yillarda yogunlasan
caligmalar ile bu iki alanin kesisimin de yer alan konulara dair ¢aligmalarin
artmakta oldugu gozlenmektedir. Buna gbére bu bahsi gecen arastirma
alanlar ile ilgili ¢aligmalardan yola ¢ikarak, Katalan cisimleri kiire kabul
edecek sekilde metriklerin dolayisiyla bu metrikler ile olusturulan metrik
geometrilerin varliklar1 arastirilmis ve daha sonrasinda ilgili metrik uzaylarin
sagladigi bir takim geometrik 6zellikler incelenmistir. Son olarak da Felix
Klein’in geometri yaklasimima uyumlu olacak bi¢imde yani bir kiimenin
kendi iizerine bazi donilisiimler altinda degismez kalan oOzelliklerin
incelenmesi tanimina uygun olacak sekilde ele alindiginda bu baglamda
teskil edilecek olan metrik uzaylarda uzaklik kavramini koruyan doniistimler
olan izometrilerin neler olduklar1 ortaya konulmustur. Sonrasinda ise ilgili
uzaylarin izometri grubunun 3-boyutlu analitik uzayda bilinen Oklidyen
otelemeler grubu ile s6z konusu Katalan cisimin simetri grubunun yari direkt
carpimi oldugu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler — Cokyiizlii; Katalan Cokyiizliiler;, Metrik; Metrik Geometri;
Lzometri Grubu.

KATALAN CiSIMLER

Beseriyetin diinyada goriilmesinden bu yana gecip giden zaman
boyunca insanlart mesgul eden kendisine ilgi duydurtan matematige dair iki
temel ¢alisma alan1 geometri ve aritmetiktir. Dolayisiyla bu séylemde de
anlasilacag1 iizere geometri ge¢misi de insanlik tarihi kadar uzundur. Ilk
zamanlarda geometrik problemler olarak insan goriip algilayabildigi ve
bunun yan1 sira kullandig1 sekillere ilgi duymus ve bunlara dair problemlere
calismustir. Stiphesiz ki 6ncelikli olarak 2-boyutlu ve giindelik yasantisinda
cevresinde siklikla karsilastigt veya kafasim kaldirdigindan geceleri
gokyitiziinde gordiigii yapilar olan tiggen, dortgen vb. gibi yapilar ve bunlarin
miitkemmellesmis hali olan ¢ember ile ilgilenmislerdir. Ancak sonralar da
boyut arttirarak 3-boyutlu uzayda yer alan cisimler ile ilgilenmeye
baglamislardir. Bunlar1 destekleyecek kanit niteligindeki eserler olan
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milattan Onceki yillardan kalma bazi tablet ve yaztlarda 2-boyutlu ve 3-
boyutlu sekillere ve cisimlere dair gesitli bilgi ve isaretler (atiflar) soz
konudur.

Bu noktada kendisi olduk¢a kisa olmasina ragmen cevabi igin ayni
seyin sOylemenin miimkiin olmadig1 bir soru giindeme gelir ki bu soru
"Cokytizli nedir?" seklindedir. Cokyiizliiler oldukg¢a cesitli ve zengin bir
popiilasyona sahip bir topluluktur. Popiilasyonun bazi iiyeleri oldukca eski
iken bazi iiyeleri heniiz yeni dogmus olabilirler, bazi {iyelerini giindelik
yasamimizda ve c¢evremizde siklikla gorebilirken bazi {iyelerini ¢ok nadir
goriiriiz hatta bazilarini belki de hi¢ gérmemisizdir. Cokyiizliiler arasinda
konusular dil matematiktir ancak ilk ziyarette veya ilk karsilasma da yiiz,
kenar ve kése kavramlarimi bilmek yeterlidir. Cokytizlii kelimesi Yunanca
"cok" ve Hint-Avrupa dilinde "koltuk™ kelimelerinden gelmektedir.
Geometri uzmanlarina gore, ¢ok sayida yiizii olan bir nesne anlamina gelir.
Bizim amaglarimiz i¢in bir ¢okylizliiniin yliizleri, yiizeyinin olusturuldugu
cokgenlerdir. Bir ¢okyiizliiniin kenarlar1, yilizlerini sinirlayan dogru pargalari;
koseler ise li¢ veya daha fazla yiiziin (ve dolayisiyla ii¢ veya daha fazla
kenarin) birlestigi noktalardir.

Cokyiizliiler, simetrileri ¢ok ilging oldugu i¢in bilim insanlar1 ve
sanatcilar tarafindan olduk¢ca uzun yillardir incelenmektedir. Platonik
cisimler ad1 verilen ¢okyiizlii grubu, var olan tiim sekiller arasinda en biiyiik
geometrik simetriye sahip olanlardir. Bu ¢okyiizlilerin her birinin, tim
ylizlerinin 6zdes diizgiin cokgenler ve her kdsede ayni sayida cokgen
birlesmesi seklindeki cok 6zel olan bu ozelliklerinden dolay1 diizenli adi
verilir. Bu diizenlilik 6zelligine sahip olan c¢okyiizliiler olusturulmaya
calisildiginda bes tane olduklari anlagilmistir. Bu kati cisimler Platonik
cisimler olarak bilinen tetrahedron (diizgiin dortyiizlii), hexahedron (diizgiin
altiylizlii), octahedron (diizgiin sekizyiizlii), dodecahedron (diizgiin
onikiyiizlli) ve icosahedron (diizgiin yirmiyiizlii) dur. Asagidaki Sekil 1 de
bahsi gecen Platonik cisimler goriilmektedir. Antik Yunanlilar Platonik
katilar1 kapsamli bir sekilde incelemislerdir. Bazi kaynaklar bu ¢okytizliilerin
kesiflerini Pisagor'a atfederken, bazi kaynaklar ise, onun yalnizca
tetrahedron, hexahedron ve dodecahedrona asina olabilecegini ve octahedron
ve icosahedronun kesfinin Platon'un ¢agdasi olan Theaetetus'a ait oldugunu
ifade etmektedir. Ancak Platonik cisimler, isim babasi olan Platon'un
felsefesinde oldukga belirgindir. Platon, MO 360 civarinda Timaeus
diyalogunda bunlardan bahsetti ve burada dort klasik elementin her birini
(toprak, hava, su ve ates) diizenli bir katiyla iliskilendirdi. Buna gore Toprak
hexahedron ile hava octahedronla, su icosahedronla ve ates tetrahedronla
iligkilendirildi. Platon, besinci Platonik cisim olan dodecahedron hakkinda
belirsiz bir sekilde evren ile iliskilendirdi.
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Sekil 1: Platonik cisimler

Eger herhangi biri giinlimiiziin parcacik fiziginin anlayigini
gecmisten gelen herhangi bir felsefeyle karsilastirmak isterse, bu yalnizca
Platon'un felsefesi olabilir, ¢ilinkii bugiiniin fiziginin parcaciklari simetri
gruplarinin temsilleridir. Bu aslinda kuantum teorisinin bize O6grettigi
konudur ve dolayisiyla parcaciklar diizenli Platonik ¢okytzliilere
benzemektedir. Giinlimiizde, modern teknoloji ve disiplinler aras1 ¢aligmalar,
bir¢ok nanopartikiiliin bazi Platonik cisimleri ve diger konveks simetrik
cokytizliilerini sekillerini aldigin1 dogrulamistir. Dogadaki elementlerin
fiziksel ve kimyasal 6zelliklerini iceren siniflandirma, iyi bilinen periyodik
tablo araciligiyla yapilir.

Atom-alt1 diinyadaki temel parcaciklarin fiziksel 6zelliklerini igeren
siniflandirma, monotip tablo veya geometrik desenlerden olusmamistir.
1960'lara kadar, " Kimyadaki periyodik tablo gibi alt-atomik diinyadaki
temel parcgaciklar i¢in bir simiflandirma var midir?" sorusu arastirilmistir,
Temel parcaciklarin fiziksel ozelliklerini (elektrik yiikii, kiitle, spin, vb.)
iceren bir monotip siiflandirma yoktur, ancak "sekiz katli yol" olarak
adlandirilan farkli konfiglirasyonlarin temel pargaciklarin  geometrik
desenlerini belirledigi bilinmektedir. Bu nedenle, bu bdliimde incelenecek
olan konveks simetrik ¢okyiizliiler ve metrik yapilari, temel pargaciklarin
fiziksel oOzelliklerine dayali stiper katmanlarin gesitli ¢alismalarinda yeni
uygulamalar saglayabilir. Zikredilen bilgilerin 1s18inda, konveks simetrik
cokytizliiler yalnizca fiziksel ve geometrik grup teorisi caligmalarinda degil,
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ayni zamanda tip, astronomi, mimari vb. konulardaki arastirmalarda da
gozlemlenmistir.

Arsimet cisimleri, yiizleri diizglin ¢okgenler olan, ancak hepsi
birbirine benzemeyen ve koseleri birbirine simetrik olan on ii¢ digbiikey
cokyiizliiden olusan bir kiimedir. Arsimet pek itibar etmese de Arsimet
cisimlerinin adlari, bunlar artik kayip bir ¢calismada ele alan Antik Yunan
matematik¢i Arsimet'ten almistir. Bunlar baglangigta Arsimet'e atfedilmemis
olsa da, Iskenderiyeli Pappus, Synagoge adli derlemesinin besinci
boliimiinde Arsimet'in on ii¢ ¢okyiizlii siraladigin1 ve bunlari her tiirden kag
yiize sahip olduklar1 agisindan kisaca tanimladigini belirtmigtir. Ronesans
doneminde sanatgilar ve matematikgiler yiiksek simetriye sahip saf formlara
deger verdiklerinden bazi Arsimet cisimlerini eserlerinde tasvir etmislerdir.

Arsimet cisimleri, kdse konfiglirasyonuna ve oldukga simetrik
ozelliklere sahiptir. Kose konfigiirasyonu, iki veya daha fazla ¢okgen yiizii
kose noktasinda birlesen bir ¢okyiizlii anlamina gelir. Bu durumdaki yiiksek
derecede simetrik Ozellikler, her bir cisimin Platonik cisimlerden cesitli
islemler sonucunda tiiretildigi anlamina gelir. Bu islemler kesme
(truncation), diizeltme (rectification), genisletme (expansion) ve snob
islemleridir. Buna gore, kesme, kdseleri kesmeyi igerir; simetriyi korumak
icin, kesim c¢okgenin merkezine bir kdseyi birlestiren ¢izgiye dik bir
diizlemdedir ve tiim koseler i¢cin aynidir. Kesme, bitisik koselerden gelen her
yiiz ¢iftinin tam olarak bir noktay1 paylasacagi kadar derinse, buna diizeltme
denir. Genisletme, her yiizii merkezden uzaklagtirmayi (Platonik cisimin
simetrisini korumak icin ayn1 mesafede) ve disbiikey govdeyi almayi igerir.
Snub, cokyiizliilerin ¢okyiizlii ylizlerini ayrarak, yiizlerini belirli acilarda
biikerek ve bunlar eskenar ticgenlerle doldurarak yapilan bir ¢okyiizliiler
inga siirecidir. Asagida yer verilmis olan Sekil 2 de Arsimed cisimleri
goriilmektedir.
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Sekil 2: Arsimed cisimleri

Geometride, her cokyiizlii ikinci bir dual yapr ile iliskilendirilir;
burada birinin koseleri digerinin yiizlerine, birinin kdse ciftleri arasindaki
kenarlar da digerinin yiiz ¢iftleri arasindaki kenarlara karsilik gelir. Bu tiir
ikili sekiller kombinatoryal veya soyut ¢okytizliiler olarak kalir, ancak hepsi
geometrik ¢okyiizliiller olarak da olusturulamaz. Herhangi bir ¢okyiizliiden
basglayarak, onun dualinin duali orijinal ¢okyiizliiniin kendisidir. Duallik, bir
cokylizliiniin simetrilerini korur. Bu nedenle, simetrileriyle tanimlanan
bircok ¢okylizlii sinifi i¢in bir ¢okyiizli ile onun duali ayni1 simetri sinifina
aittir.

Katalan cisimleri, Arsimet cisimlerinin dualleridir. Bir ¢okyiizliiniin

dualinin kdseleri, orijinal ¢okyiizliiniin yiizlerinin orta noktalaridir.

Katalan gokyiizliilerinin ispanyadaki Katalonya ile higbir ilgisi yoktur,
ilk olarak 1865 yilinda Belgikali matematik¢i Eugéne Catalan tarafindan
tanimlanmalarindan sonra isimlendirilmislerdir. Bu ¢okyiizliilerin yiizleri
diizgiin ¢okgenler degildir, ancak hepsi esittir.
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Sekil 3: Katalan cisimleri

Katalan cisimlerin isimleri ve bu cisimlerin yiizlerini olusturan diizgiin
cokgenlerin hangi tiirde ve kac¢ tane oldugunun bilgisini iceren liste
asagidaki gibidir:

Triakis tetrahedron (12 ikizkenar tiggen)
Rhombic dodecahedron (12 eskenar dortgen)
Triakis octahedron (24 ikizkenar tiggen)
Tetrakis hexahedron (24 ikizkenar tiggen)
Deltoidal icositetrahedron (24 deltoid)
Disdyakis dodecahedron (48 gesitkenar tiggen)
Pentagonal icositetrahedron (24 besgen)
Rhombic triacontahedron (30 eskenar dortgen)
Triakis icosahedron (60 ikizkenar tiggen)

10. Pentakis dodecahedron (60 ikizkenar tiggen)
11. Deltoidal hexecontahedron (60 deltoid)

12. Disdyakis triacontahedron (120 gesitkenar tiggen)
13. Pentagonal hexecontahedron (60 besgen)

CONoGA~LNE

w

Bu konularla ilgili daha genis ve detayl bilgilere P. R. Cromwell’ in
1997 basimi1 Polyhedra eserinden ve M. Senechal’ in 2013 basimi Shaphing
Space isimli eserlerinden ve de ilgili eserlerdeki isaret edilen kaynaklardan
ulasilabilir.

MINKOWSKI GEOMETRILER VE METRIKLERI

Bu kisimda ¢okyiizliilere dair bilgilerin yani sira analitik 3-uzayda
lineer yapis1 Oklidyen 3-uzayla aymi olan yani noktalar kiimesi, dogrular
kiimesi ve de noktalar ile dogrular kiimesine dair iligkileri diizenleyen
iizerinde bulunma bagintisnin aym oldugu dahasi agilarin Oklidyen 3-
uzaydaki aym1 yoOntemle Olglldiigli anlasilacak olan Minkowski
geometrilerden bahsedilecektir. Buna gére Minkowski geometrinin,
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Oklidyen 3-uzayla tek farkmin uzakhigm tim dogrultularda aym
dlciilmemesi ya da kisaca metrigin Oklidyen 3-uzaydan farkli olmasidir. Bu
tarzda ifade edilen metrik geometriler Minkowski geometri genel adi ile
anilir. Bu agsamada bir Minkowski geometride ¢aligma yapilirken metrigin ne
oldugu bilindiginden dolay: ilgili metrige gore calisilan uzaymn kiireleri
belirlenebilir. Ornegin 3-boyutlu analitik uzayda taksi metrigi ve ya
maksimum (Chebyshev) metrigi ele alinirsa ilgili uzaylarin kiireleri sirasiyla
octahedron ve hexahedron olarak karsimiza ¢ikmaktir. Bunlar bes Platonik
cisimin iki tanesidir. O halde bu asama da akillara dogal olarak hemen su
soru gelmektedir: “Diger Platonik cisimleri kiire kabul edecek sekilde
metrikler dahas1 bu metrikler sayesinde Minkowski geometriler var midir?”
O halde oncelikle dogal olarak ¢okylizliiniin ne oldugu sorunun cevabini
verilmelidir. Buna gére i = 1,...,nve j = 1,...,migin a;; ve b; reel sayilar
olmak tizere sonlu ¢okluktaki
ap1x1 + apx12 + o+ apxy < by

Am1X1 + ApaXy + o+ QppXn < by
seklinde ifade edilmis olan lineer esitsizliklerden olusan sistemin ¢oziimiin
kiimesine yani
a11X1 + AgpX1p + o+ QX < by
P =1{(xq,,x,) EIR™: :
Am1X1 + QmaXe + -+ ApnXn < by
kiimesine bir ¢okyiizlii denir. Bu noktada g¢okyiizliiniin her bir yiizii bir
diizlemsel ¢okgen olacagindan j € {1,---,m} olmak iizere Y., a;;x; = b;
denklemine yiizey denklemi denilir. Ustelik agikca anlasilacag: iizere bir
cokytizlilyl belirten metrik bulunmak istediginden bu yiizey denklemlerinin
belirlenmesi gereklidir. Bu asamada bu konuya dair detayli bilgi ve
aciklamalara Berger’ in 2004 ve 2009 basimi olan Geometry I ve Geometry
IT eserlerinden ve ayrica Thompson’ un 1996 yili yayimlanan Minkowski
Geometry isimli eserinden ulagilabilinir.

Bir cokyiizliiyli kiire olarak ifade edecek metrigin belirlenmesinde
asagidaki maddelerdeki hususlara dikkat edilmesi gereklidir. Buna gore ilgili
adimlar ii¢ tane olup asagidaki sekildedir.

Adim 1: Cokyiizliiler, koordinat sisteminde en uygun simetriye sahip
olacak sekilde yerlestirilir. Boylece, ¢oKyiizliiniin kdse noktalar1 simetrik
olarak koordinatlanmig olacaktir.

Adim 2: Adim 1 de bahsedilen simetrik kdse noktalar1 kullanilarak
cokytizliiniin simetrik olacak olan yiizey diizlem denklemleri bulunur.

Bu iki adim sayesinde ¢okgen i¢in uzaklik fonksiyonu metrik uzayda
simetri aksiyomunu saglayacaktir.

Adimm 3: Son olarak, cokyiizlillerin yiizlerini igeren diizlemlerin
denklemlerini igeren genel bir iliski verilmelidir. Metrik uzayda uzakligin
negatif olmamasi aksiyomu saglamak icin, bu genel iliski mutlak deger
fonksiyonunun kullanimiyla verilir.
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Sonug olarak yiizey denklemleri arasinda verilen genel iliski, bu ¢
adim sayesinde ve ¢okgenin digbiikey ve simetrik olmasi nedeniyle otomatik
olarak iicgen esitsizligini saglayacaktir. Daha basitce verilmis olan ifade
aranan ilgili metrik olacaktir. Fonksiyonel analizde ve dahasi Minkowski
geometriler de verilen bir ¢okylizliyii kiire kabul edilecek metrigin mevcut
bilinmektedir. Ancak bu metrigin ne oldugu ya da nasil tanimli oldugu
bilinmemektedir. Boylelikle yukarida ifade edilen yontem ile bu probleme
bir ¢oziim getirilmis olur. O halde artik verilen bir ¢okyiizliiyii kiire kabul
edecek metrik kolaylikla gerekli olan biraz uzun ve sikici olabilecek
hesaplamalar yapilarak teskil edilebilir.

Bu noktada boliim boyunca kullanilacak olan bir gosterime agiklik
getirilsin. N; = (x1,y1,21), Ny = (x3,¥2,2,) € IR? olmak iizere

U =max{|x; — xz|,|y1 — y2l,121 — 2| }
olsun. Ayrica (+) ve (-) ile X = |x; —x,|,Y = |y —y2|.Z = |z — 73]
ifadeleri arasindaki X - Y - Z - Xve Z - Y - X — Z seklindeki sirasiyla
pozitif ve negatif yonlii yonlendirilmeler isaret edilmektedir. Ornegin
U= X=|x;—x,| ise UT=Y=|y,—y,| ve U = Z= |z, — 2|
olacaktir.

Tammm 2.1: N; = (x1,V1,21), N, = (x3,¥,,2,) € IR®  herhangi
iki nokta olsun. Bu taktirde A€ {H,0,D,I} ve ¢ = \/§2+1 ,A=¢9—1,
uw=2¢p—3,5 =2— @ olmak iizere

dy(Ny, N;) =U
do(N;,N,) =U+ U+ U~
dp(N;,N,) =U+ U™
d;(Ny,Ny) = max{U + U, A(U+ Ut +U")}
seklinde  tanimli  da:IR3 X IR® - [0,0)  fonksiyonuna  sirasiyla
N; = (x1,v1,21), Ny = (X3,¥2,2;) € IR® noktalar1 arasindaki hexahedron
(maksimum veya Chebyshev), octahedron (taksi), dodecahedron ve
icosahedron uzaklik fonksiyonu adi verilir.

Yukaridaki tanimda 3-boyutlu analitik uzay i¢in verilmis olan bu
metriklerden ilk ikisi maksimum ve taksi metrik olarak bilinirken diger ikisi
dodecahedron ve icosahedron metrikleri Temel Ermis’in doktora tezinde
verilmistir. Bdoylelikle Platonik cisimlerden tetrahedron hari¢ diger dort
cismi kiire kabul edecekler metrikler teskil edilmis olur. Sadece tetrahedronu
kiire kabul edecek metrik bulunulamamistir. Dahas tetrahedronu kiire kabul
eden metrik yoktur, ancak tetrahedronu verecek sekilde semi-metrik
verilebilir.

Bunun yani sira yukaridaki metriklerde;

e dy(Ny,Ny,)=U veya dp(Ny,N,) =aU seklinde bir ifade
karsilik gelirse N, ile N, noktalar1 arasindaki en kisa yol
eksenlerden birine paralel bir dogru pargasi olup uzaklik ise
bu dogru pargasinin Oklidyen uzunlugu veya Oklidyen
uzunlugun a kat1 olur.
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o dy(Ny,Ny) = U+ aU*/~ veya dy(Ny, N,) = B(U + aU*/7)
seklinde bir ifade karsilik gelirse N, ile N, noktalar
arasindaki en kisa yol biri eksenlerden birine paralel bir dogru

parca ve digeri bir diger eksen ile arccos (i) radyanlik ac1
yapan dogru pargalarinin birlesimi olup uzaklik ise bu dogru
pargalarmin Oklidyen uzunluklarmin ilgili katlarinin ¢arpilip
toplanmasidir.

o dy(N,N))=U+U*+U" veya dy(N;,N,) =a(U+U*"+U")
seklinde bir ifade karsilik gelirse N, ile N, noktalar
arasindaki en kisa yol her biri bir eksene paralel olan {i¢ dogru
parcasinin birlesimi olup uzaklik ise bu dogru parcalarinin
Oklidyen uzunluklarinm toplami veya ilgili Oklidyen uzunluk
toplaminin a kat1 olur.

N, N, 2

N Ny N,
Sekil 4: Platonik cisimlerin metriklerinin yollar

Teorem 2.1: Tamm 2.1 de ifade edilmis olan hexahedron
(maksimum veya Chebyshev), octahedron (taksi), dodecahedron ve
icosahedron uzaklik fonksiyonlar1 3-boyutlu analitik uzayda birer
metriktirler. Ustelik 3-boyutlu analitik uzayda bu metriklere goére merkezil
birim kiireler sirasiyla hexahedron, octahedron, dodecahedron ve
icosahedrondur.

Ispat: Bu teoremde yer verilen uzaklik fonksiyonlarmin metrik
olduklarinin ispatina Gelisgen 2007 ve Ermis 2014 kaynaklarindan
ulasilabilir. ilgili uzaklik fonksiyonlarma veya metriklere gore merkezil
birim kiirelerin sekiller asagidaki sekil 5 de goriildiigii gibidir.

63



Sekil 5: Platonik cisimlerin metriklerinin merkezil kiireleri

Platonik cisimleri kiire kabul edecek sekildeki metriklere benzer
olarak Katalan cisimleri kiire kabul eden metrikler arastirilmistir. Bunlara
dair bilgilere Ozcan Gelisgen, Gaye Zaim Erginar, Giirol Bozkurt, Zeynep
Can ve Zeynep Colak’in yaptig1 cesitli calismalarda ulasilabilmektedir. ilgili
arastirmacilar on li¢ Katalan cisimden on tanesi igin metrik geometri
olusturduklan literatiirdeki caligmalarindan anlagilmaktadir. Buna gore
triakis  tetrahedron, pentagonal icositetrahedron ve  pentagonal
hexecontahedron i¢in olanlar hari¢ diger on Katalan cisim igin kiiresi ilgili
Katalan cisim olacak sekilde metrik geometri teskil edilmistir. Bu iig
cisimden triakis tetrahedron tam simetrik olmadigindan dolay1 metrik degil
ancak semi-metrik olusturulabilirken, pentagonal icositetrahedron ve
pentagonal hexecontahedron iginse kose noktalarin koordinatlarinin fazlasi
ile karmagik olmasindan dolay1 bir metrik bulunmamastir.
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Tamm 2.2: N; = (x1,y1,2,),N, = (x5,V,,2,) € IR® herhangi
iki nokta olsun. Bu taktirde A € {RD,TO,TH,DI,DD,RT,TI,PD,DH,DT}
olmak tiizere

drp (N1, Ny) = max{U + U, U+ U~}
dro(Ny,No) =U 4+ Ut + U~ + (V2 = 2)min{U,U*, U~}
dry(Ny, Np) = max{U + (V3 - 1)U+, U + (V3 -1)U~}
dp/(Ny, Np) =U + (V2= 1)(U* + U")
U+(V2-1)U*+(3-V2)U-, }

oo (N1, N2) = max { U+(V2-1)U- +(J’ \/—)U+

VE+1  A5-1 _
dgrr(N;, N;) = max4U, U+ U +
2 2 2
+3\/§—5U_ 2\/§U JEU +3\/§—5U+
dr;(Ny, N,) = max 10 "5 5 10
\/_+5 L5 \/EU_+\/§U+
10 5 5 )
V5-1 V5+3  5-1 1)
d N;N = max
PD( 1 2) \/§U+2U_+\/§_1U+
\ 3 3 6 J
3/5-5 V5—1
T U+——U",U+(V5-2)(U* +U"),
dpy(Ny, N,) = max
DH( 1 2) \/_g_l 3_\/5 )
(3-V5)Uu+ —Ut+——U
U4 2V5 - 3(U+ +Ur) 5\/§+9U+3\/§+1U_+4\/§_6U+
11 ©o22 22 11
\/§+15U_|_7\/_—5U++7_\/§U_
dpr(Ny, N;) = max 22 22 11 ’
3\/§+1UJr3\/§+1U+ 21—3\/§U_
11 22 22
5V5 + 2 2v5 -3 . V5 + 4 ~
T VAUt U

seklinde  tamimli  da:IR3 X IR® - [0,00)  fonksiyonuna  sirasiyla
N; = (x1,v1,21), Ny = (X3,¥2,2;) € IR® noktalar1 arasindaki rhombic
dodecahedron, triakis octahedron, tetrakis hexahedron, deltoidal
icositetrahedron, disdyakis dodecahedron, rhombic triacontahedron, triakis
icosahedron, pentakis dodecahedron, deltoidal hexecontahedron ve disdyakis
triacontahedron metrigi ad1 verilir.
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Buna gore yukaridaki metriklerde;

da(Ny,N,) = U veya dy(Ny,N,) = aU seklinde bir ifade
karsilik gelirse N; ile N, noktalar1 arasindaki en kisa yol
eksenlerden birine paralel bir dogru pargasi olup uzaklik ise
bu dogru pargasinin Oklidyen uzunlugu veya Oklidyen
uzunlugun a kat1 olur.

da(Ny, Ny) = U + aU*/~ veya dy(Ny, Ny) = B(U + aU*/7)
seklinde bir ifade karsilik gelirse N, ile N, noktalar
arasindaki en kisa yol biri eksenlerden birine paralel bir dogru

parca ve digeri bir diger eksen ile arccos (i) radyanlik ag1

yapan dogru pargalarimin birlesimi olup uzaklik ise bu dogru
parcalarinin Oklidyen uzunluklarinin ilgili katlarmin ¢arpilip
toplanmasidir.

dA(NlJNZ) == U + U+ + U_ Veya dA(Nll Nz) =
a(U + Ut + U™) seklinde bir ifade karsihik gelirse Nj ile N,
noktalar1 arasindaki en kisa yol her biri bir eksene paralel olan
tic dogru pargasinin birlesimi olup uzaklik ise bu dogru
pargalarinin  Oklidyen uzunluklarmin toplami veya ilgili
Oklidyen uzunluk toplaminin o kati olur.

dpa(Ny,N,) =U+aUt + BU~ veya dp(Ny, N,) =
Yy(U + aUt + BU™) seklinde bir ifade karsihk gelirse
N; ile N, noktalart arasindaki en kisa yol biri bir koordinat
eksenine paralel ve digerleri diger eksenler ile
arccos (i) ve arccos (%) radyanlhik a¢1  yapan dogru
parcalarinin birlesimi olup uzaklik ise bu dogru pargalarinin
Oklidyen uzunluklarmin toplami veya ilgili Oklidyen uzunluk
toplaminin y kati olur.
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5l

N1 Nl
Sekil 6: Katalan cisimlerin metriklerinin yollar1

Teorem 2.2: Tanim 2.2 de ifade edilmis olan rhombic dodecahedron, triakis
octahedron, tetrakis hexahedron, deltoidal icositetrahedron, disdyakis
dodecahedron, rhombic triacontahedron, triakis icosahedron, pentakis
dodecahedron, deltoidal hexecontahedron ve disdyakis triacontahedron
uzaklik fonksiyonlar1 3-boyutlu analitik uzayda birer metriktirler. Ustelik 3-
boyutlu analitik uzayda bu metriklere gore merkezil birim kiireler sirasiyla
rhombic dodecahedron, triakis octahedron, tetrakis hexahedron, deltoidal
icositetrahedron, disdyakis dodecahedron, rhombic triacontahedron, triakis
icosahedron, pentakis dodecahedron, deltoidal hexecontahedron ve disdyakis
triacontahedrondur.

Ispat: Bu teoremde yer verilen uzakhik fonksiyonlarimn metrik
olduklariin ispatina Colak 2016, Can 2016 ve Gelisgen, Kaya, Colak ve
Can’1n gesitli kaynaklarindan ulasilabilir. Tlgili uzaklik fonksiyonlarma veya
metriklere gore merkezil birim kiirelerin sekiller asagidaki sekil 7 de
gorildigi gibidir.
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Sekil 7: Katalan cisimlerin metriklerinin merkezil kiireleri

Yardimar Teorem 2.1: N; = (x1,y;,21), N, = (x5 ,y5,2,) € IR3
3-boyutlu analitik uzayda herhangi iki nokta ve bu noktalardan gegen dogru [
olsun. Ayrica dg Oklidyen uzaklik fonksiyonu gostersin ve | dogrusunun
dogrultu vektdrii  (p,q,7) olsun. Uy = max{lp|,lql,|7]} ve UF ve
Uy ifadeleri de Uy nin pozitif ve negatif yonlendirmeleri olmak {izere A €
{H,0,D,1,RD,TO,TH,DI,DD,RT,TI,PD,DH, DT} igin

dy(Ny Ny) = Lo 2)

\/m dE (Nll NZ)
olur. Burada p,(N;, N,) ifadesi asagidaki gibidir:
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pu(Ny,Np) = Uy
po(N1,N2) = Uqg + Uchr +U;
pp(Ny,Np) = Ug + AU
pi(Ny, Ny) = max{Uy + U7, A(Ug + U + U7)}
drp(Ny, N;) = max{Uq + UJ, Uy + Uz}

dro(Ny, N) = Uy + Uy +Ug + (N2 = 2)min{Uq, Uy, Uz}
dryy(Ny, Ny) = max{Uq + (V3 = D)UY, Ug + (V3 - 1)Ug}

dpy (N, Ny) = Ug + (V2 = 1)(US + U)
doo (NN, = max{Ud +(V2-1)UF + (_x/§— V2)Ug, .
Ug+ (\/E— 1)Ud + (\/g— \/E)Ud

j
Ug}

V5+1 VE—-1 _ 3—\/§
dRT(Nl’ Nz) = maX{Ud, 2 Ud + 2 Ud +
3 5 _2 3 5
Ui+ \q Uy, \/_U £Ud \/_ Ud
d;;(N{,N,) = max
TI( 1 2) \/—+5U +5 \/— \/g
\ 10 4775 3 J
-1 +3 5-1 1
(Ud+‘/_6 Ud,\/_6 Ud+‘/_3 Ul 3Ua
dpp(Ny, N;) = max{ $
‘EU +2U_+\/§ Lt
3 dT37d 6 dJ
3V5-5 5-1 _ _
‘/_2 Ud+‘/_2 Uz Ug+(V5-2)(Uf +U3),
dpy (N, N,) = max
5-1 3-5 _
(3—\/§)Ud+‘/_2 U + ‘/_Ud
2V5-3, . _\ 5/5+9 3Vs5+1, . 4/5-6_
g+ (Ud+Ud),722 Ug+=—5—Uq +—7—U3
5+15 7V5 -5 75 _
Vs Ug+ V5 U+ ‘rud,
dpr(Ny, N;) = max 22 22 11
3\/§+1U 3\/§+1U+ 21—3\/§U_
11 4t Ty YatT d
5v5 + 2 25-3 , VJ5+4
17 Vet Va+—Ua
Yukaridaki yardimci teorem Platonik ve Katalan cisimlerinin

metrikleri ile Oklidyen metrik arasindaki gecis bagintis1 ortaya koymaktadir.
Béylelikle herhangi iki nokta arasindaki Oklidyen ve ilgili Platonik veya
Katalan cismine ait metrik arasinda ilgi kurulmus olur. Bu yarimei teorem
sayesinde ortaya konulmus olan bu ilgi hemen asagidaki sonuglarin ortaya

¢ikmasina imkan verir.
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Sonug 2.1: N;, N, ve X, 3-boyutlu analitik uzayda herhangi dogrudas
i¢ nokta ve A€ {H,0,D,1,RD,TO,TH,DI,DD,RT,TI,PD,DH,DT} olsun.
Bu taktirde dg(N;,X) = dg(N,,X) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
dp(Ny, X) = dy(N,, X) olmasidir.

Sonug 2.2: N;, N, ve X, 3-boyutlu analitik uzayda dogrudas ii¢ farkli
noktave A€ {H,0,D,1,RD,TO,TH,DI,DD,RT,TI1,PD,DH, DT} olsun. Bu
H dE(vaX) — dA(Ner)
taktirde DNy — da(Np )
Platonik veya Katalan cisimin metriginin oranlart aynidir.

olur. Yani bir dogru boyunca Oklidyen ve

MINKOWSKi GEOMETRILERIN iZOMETRi GRUPLARI

Geometrik aragtirmalarda kullanilan {i¢ temel geometrik yaklasim séz
konusudur. Bu arastirma yontemleri basit anlamda ismen sentetik, metrik ve
grup yaklasimi olarak ifade edilebilir. Felix Kelin geometri tanimi, bir
kiimenin kendi iizerine olan bire-bir ve Orten doniisiimlerin  yani
izomorfizmlerin altinda degismez kalan ozelliklerin incelenmesi olup
izomorfizmler altinda uzakligin degismedigi invaryant kaldig1 doniistimlerin
arastirilmasi bir grup yaklasimidir ve geometrinin izometri grubu olarak
adlandirilir. Konveks kiimeler geometrilerin izometrileri  grubunun
belirlenmesinde dnemli bir rol oynar. Bu 6zellikler hareketler grubu altinda
degismezdir ve geometri bu 6zellikleri inceler. Bir uzayin izometrileri grubu
hakkinda literatiirde gergeklestirilmis ve yayimlanmis birgok calisma vardir
(Bkz. Mubhtelif yillarda yayimlanmis kaynakcada yer alan Gelisgen, Ermis,
Kaya, Colak, Can, Savci ve Giinaltili caligmalart). Giris bdliimiinde
Minkowski geometrisinde lineer yapmin Oklid yapisiyla neredeyse ayni
oldugu sadece tek farkin uzakligin her yonde aymi sekilde oOlgiilmedigi
belirtilmisti. Ustelik Oklid uzaymdaki alisiimis kiire yerine farkli bir metrik
kullanildigindan birim kiire belirli simetrik kapali konveks bir kiimedir. O
halde akillara mantiksal olarak herhangi bir Minkowski geometrinin izometri
grubunun ne olacagi sorusu gelmektedir. Bu sorunun yaniti kismen de olsa
Horvath’mn 2017 yilinda yayimladigi makale ile verilmistir. Buna gore
Horvath herhangi bir Minkowski geometrisi igin asagidaki teoremi vermistir.

Teorem 3.1: (V, ||.||) normlu uzayinin birim kiiresi bir elips i¢inde iki
diizlemi kesmiyorsa, (V,||.||) Normlu uzaymin izometrilerinin grubu olan
1(3); Oklidyen otelemelerin grubu T(3) ile determinant degeri +1 olan
lineer doniisiimlerin grubunun bir sonlu alt grubunun yari-direkt carpimidir.

Bu teoremin ortaya atilmasindan sonra agik bir sekilde geriye tek bir
soru kalir. O soru da, teoremde bahsedilen ilgili alt grup ne oldugudur?
Simdi bu baglamda Platonik ve ya Katalan cisimlerinin metrikleri ile
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doésenmis 3-boyutlu analitik uzayin izometri grubu ilgili cismin (Platonik
veya Katalan cisim) simetri grubu ile Oklidyen 6telemelerin grubu T'(3) iin
yari-direkt carpimi oldugunu gosterilecektir. Burada ele aliman ya da
metrikleri verilen Platonik veya Katalan cisimlerin simetri gruplar iki farkli
sekilde karsimiza ¢ikmaktadir. Bunlar iki Octahedral ve icosahedral simetri
gruplaridir. Yani agik¢a octahedral simetri grubu Oy, agikca bir octahedronun
(diizgiin sekizyiizliiniin) simetri grubu olup 48 hareket icermektedir.
Icosahedral simetri grubu I, da bir icosahedronun (diizgiin yirmiyiizliiniin)
simetri grubu olup 120 hareket icermektedir. Bu hareketler bir diizgiin
sekizyiizlii veya diizgiin yirmi yiizliiyli degistirmeyen hareket olarak kisaca
Ozetlenebilir.

Tamim 4.1: Katalan bir metrik ile désenmis 3-boyutlu analitik uzayda
herhangi bir iki nokta N;ve N, olsun. Bu taktirde
{X:dp(Ny, X) + dp(X, Np) = dp(Ny, Np)}
kiimesine N;ve N, noktalarinin minimum uzaklik kiimesi adi verilir ve
[N;N,] seklinde gosterilir. Ele alinan Katalan cisimlerine dair metriklere
iligkin minimum uzaklik kiimeleri ya bir paralel yiiz ya da eskenar veya
deltoid tabanl iki piramittir.

Sekil 8: Katalan cisimlerin metriklerinin minimum uzaklik kiime tipleri

Onerme 4.1. ¢:IR3 — IR3 bir izometri ve [N;N,] ifadesi N; ve N,
noktalarinin minimum uzaklik kiimesi olsun. Bu taktirde
([N N2]) = [p(N)p(N2)]
olur.
ispat: M € @([N;N,]) olsun. Bu taktirde

M € @([N;N,]) 3N € [N;N;] 5 M = ¢(N)
dp(Ny, N) + dp(N, N;) = dp(Ny, Ny)
da(@(N:), 9(N)) + da(@(N), 9(N,)) = da(@(N1), @(N))

M = @(N) € [p(N)p(N,)]

tggoe

elde edilir.
Sonug 4.1. ¢:IR3 - IR3 bir izometri ve [N;N,] ifadesi N; ve N,

noktalarinin minimum uzaklik kiimesi olsun. Bu taktirde ¢ doniisimii
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koseleri koselere dontistiirlir ve dahasi [Ny N, ]| minimum uzaklik kiimesinin
kenar uzunluklarini korur.

Onerme 4.2. ¢:IR3 — IR doniisimii A bir Katalan cismi olmak
iizere ilgili cismi ait metrik ile doseli IR3 uzaymda @(0) = O &zelligini
saglayan bir izometri olsun. Bu durumda Katalan cisminin simetri grubuna
bagli olmak tizere ¢ € 0, veya ¢ € I olur.

Ispat: A€ {RD,TO,TH,DI,DD,RT,TI,PD,DH, DT} olmak iizere on
farkli Katalan cisim igin on farkli metrikle bezenmis uzayda her durum tek
tek ele alinacaktir.

Durum 1: A= RD olsun. Bu durumda bu metrikle doseli metrik
uzayda (0,0,1), (1,0,0), (l 1 l), (l, L l) ve (11,0) noktalan ele alinsin.

2’2%2)’\2" 2’2

O halde 0 = (0,0,0) ve D = (1,1,0) olmak tizere [OD] minimum uzaklik
kiimesi goz Oniine alindigindan ilgili kiimenin rhombic dodecahedrona ait
olan ve yukarida bahsedilen dort noktasindan gegen bir eskenar tabanl iki
piramit oldugu goriiliir. Bu ti¢ nokta rhombic dodecahedronun bir eskenar
dortgen yiiziiniin koseleridir. ¢ doniisiimii sonug 4.1 geregince minimum
uzaklik kiimesinin kbse noktalarini yine kose noktalara dondstiirecek ve
uzaklig1r koruyacaktir. Dolayisiyla ¢ nin yukarida bahsedilen noktalar
dondstiirebilecegi rhombic dodecahedronun on iki eskenar dortgen yiizi
olup her bir yiiz lizerinde bu noktalarin doniisebilecegi 4 farkli ihtimal s6z
konusudur. Boylelikle toplam ihtimallerin sayisi 48 olur. Bu olasiliklarin
her biri tek tek ele alinirsa istenilen rhombic dodecahedronun simetri grubu
olan octahedral grubun elemani oldugu kolaylikla goriiliir.

Durum 2: A=TO olsun. Bu durumda bu metrikle doseli metrik
uzayda (0,0,1),(1,0,0),(vV2 = 1,v2 = 1,¥2 — 1) ve (V2,V2 — 1,4/2)
noktalari ele alinsin. O halde 0 = (0,0,0) ve D = (v2,v2 — 1,v/2) olmak
tizere [OD] minimum uzaklik kiimesi géz 6niine alindigindan ilgili kiimenin
triakis octahedrona ait olan ve yukarida bahsedilen ii¢ noktasindan gecen bir
paralelyiiz oldugu goriilir. Bu ii¢ nokta triakis octahedronun bir ikizkenar
liggen yiiziiniin koseleridir. ¢ doniisimii sonu¢ 4.1 geregince minimum
uzaklik kiimesinin kose noktalarini yine kOse noktalara dontstiirecek ve
uzakligr koruyacaktir. Dolayisiyla ¢ nin yukarida bahsedilen noktalar
donistiirebilecegi triakis octahedronun yirmi dort ikizkenar iiggen yiizii olup
her bir yiiz iizerinde bu noktalarin doniisebilecegi 2 farkli ihtimal so6z
konusudur. Boylelikle toplam ihtimallerin sayis1 48 olur. Bu olasiliklarin
her biri tek tek ele alinirsa istenilen triakis octahedronun simetri grubu olan
octahedral grubun elemani oldugu kolaylikla goriiliir.
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Durum 3: A=TH olsun. Bu durumda bu metrikle doseli metrik

uzayda (0,0,1), (£ £ £) (—£ £ £) ( 23 2\/?3) noktalar1 ele
almsm. O halde = (0,0,0)veD = (0,%,2\/?3) olmak {lizere

[OD] minimum uzaklik kiimesi goz Oniine alindigindan ilgili kiimenin
tetrakis hexahedrona ait olan ve yukarida bahsedilen ii¢ noktadan gegen bir
paralelytliz oldugu goriiliir. Bu {i¢ nokta tetrakis hexahedronun bir ikizkenar
licgen yiiziinliin koseleridir. ¢ doniisiimii sonu¢ 4.1 geregince minimum
uzaklik kiimesinin kose noktalarini yine kose noktalara donistiirecek ve
uzakligi koruyacaktir. Dolayisiyla ¢ nin yukarida bahsedilen noktalar
donistiirebilecegi tetrakis hexahedronun yirmi dort ikizkenar tiggen yiizi
olup her bir yiiz tizerinde bu noktalarin doniisebilecegi 2 farkli ihtimal s6z
konusudur. Boylelikle toplam ihtimallerin sayis1 48 olur. Bu olasiliklarin
her biri tek tek ele alinirsa istenilen tetrakis hexahedronun simetri grubu olan
octahedral grubun elemani oldugu kolaylikla goriiliir.

Durum 4: A= DI olsun. Bu durumda bu metrikle doseli metrik

V2 W2 V2 2\ [(2V2+1 2V2+1 242+1
uzayda 0,0,1), (— 0—) (0— 7)( 2L B 2 )ve
(g,g,\/ﬁ) noktalar1 ele alinsin. O halde O = (0,0,0) ve D = (\/— 2 N2 )

olmak tizere [0D] minimum uzaklik kiimesi goz Oniine ahndlglndan ilgili
kiimenin deltoidal icositetrahedrona ait olan ve yukarida bahsedilen dort
noktadan gegen bir deltoid tabanl iki piramit oldugu goriiliir. Bu dort nokta
deltoidal icositetrahedronun bir deltoid yiiziiniin koseleridir. ¢ dontstimi
sonug 4.1 geregince minimum uzaklik kiimesinin kdse noktalarini yine kdse
noktalara doniistiirecek ve uzakligi koruyacaktir. Dolayisiyla ¢ nin yukarida
bahsedilen noktalar1 doniistiirebilecegi deltoidal icositetrahedronun yirmi
dort deltoid yiizii olup her bir yliz lizerinde bu noktalarin doniisebilecegi 2
farkli ihtimal s6z konusudur. Boylelikle toplam ihtimallerin sayist 48 olur.
Bu olasiliklarin  her biri tek tek ele almirsa istenilen deltoidal
icositetrahedronun simetri grubu olan octahedral grubun elemani oldugu
kolaylikla goriiliir.

Durum 5: A= DD olsun. Bu durumda bu metrikle doseli metrik

uzayda 0,01, (0,2, 2), (2,8 By e (B84 2 B 24

noktalar1 ele alinsin. O halde O = (0,0,0) ve D = (£ £ + £ £ +— \/_ +1)

olmak tizere [0D] minimum uzaklik kiimesi goz Oniine ahndlglndan ilgili
kiimenin disdyakis dodecahedrona ait olan ve yukarida bahsedilen iig
noktasindan gegen bir paralelyliz oldugu goriiliir. Bu ii¢ nokta disdyakis
dodecahedronun bir ¢esitkenar iiggen yiiziiniin koseleridir. ¢ donilisimii
sonug 4.1 geregince minimum uzaklik kiimesinin kdse noktalarini yine kdse
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noktalara dontistiirecek ve uzaklig1 koruyacaktir. Dolayisiyla ¢ nin yukarida
bahsedilen noktalar1 donistiirebilecegi disdyakis dodecahedronun kirk sekiz
cesitkenar {iggen yiizii olup her bir yiiz iizerinde bu noktalarin
doniisebilecegi bir tek ihtimal s6z konusudur. Boylelikle toplam ihtimallerin
sayist 48 olur. Bu olasiliklarin her biri tek tek ele alinirsa disdyakis
dodecahedronun simetri grubu olan octahedral grubun elemani oldugu
kolaylikla goriiliir.

Durum 6: A= RT olsun. Bu durumda bu metrikle doseli metrik

uzayda (Q 01),(01, V5= =), (0,3‘£,1),(ﬁ‘1,£‘1,ﬁ‘1) ve

2 2 2 2
(\/—2 : \/—H) noktalar1 ele almsn. O halde 0 = (0,0,0)veD =

Vi1 ¥
( 2 'L 2
alindigindan ilgili kiimenin rhombic triacontahedrona ait olan ve yukarida
bahsedilen dort noktasindan gegen bir eskenar dortgen tabanli iki piramit
oldugu goriilir. Bu dort nokta rhombic triacontahedronun bir eskenar
dortgen yiiziiniin koseleridir. ¢ doniisiimii sonug 4.1 geregince minimum
uzaklik kiimesinin kose noktalarini yine kose noktalara doniistiirecek ve
uzakligr koruyacaktir. Dolayisiyla ¢ nin yukarida bahsedilen noktalari
dondistiirebilecegi rhombic triacontahedronun otuz eskenar dortgen yiizii
olup her bir yiiz tizerinde bu noktalarin doniisebilecegi 4 farkli ihtimal s6z
konusudur. Boylelikle toplam ihtimallerin sayist 120 olur. Bu olasiliklarin
her biri tek tek ele alinirsa istenilen rhombic triacontahedronun simetri grubu
olan icosahedral grubun elemani oldugu kolaylikla goriiliir.

Durum 7: A= TIolsun. Bu durumda bu metrikle doseli metrik uzayda
(Q 01) (0 1, V5- 1) (0,4€_5,7g+5)ve (\/52—1’4\/15:6'18\/25;16)
noktalar1 ele alinsin. O halde 0 = (0,0,0) ve D = (ﬁz_l,4f1+6, 18\/25;16)
olmak tizere [0D] minimum uzaklik kiimesi goz Oniine alindigindan ilgili
kiimenin triakis icosahedrona ait olan ve yukarida bahsedilen ii¢ noktasindan
gegen bir paralelyiiz oldugu goriiliir. Bu {i¢ nokta triakis icosahedronun bir
ikizkenar tiggen yuziiniin koseleridir. ¢ doniisimi sonu¢ 4.1 geregince
minimum uzaklik kiimesinin kose noktalarimi yine kdse noktalara
doniistiirecek ve uzakligi koruyacaktir. Dolayisiyla ¢ nin yukarida
bahsedilen noktalar1 doniistiirebilecegi triakis icosahedronun altmis
ikizkenar tiggen yiizii olup her bir yiiz iizerinde bu noktalarin doniigebilecegi
2 farkli ihtimal s6z konusudur. Boylelikle toplam ihtimallerin sayist 120
olur. Bu olasiliklarin her biri tek tek ele alinirsa istenilen triakis
icosahedronun simetri grubu olan icosahedral grubun elemani oldugu
kolaylikla goriiliir.

1,

) olmak tizere [OD] minimum uzaklik kiimesi gbéz Oniine
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Durum 8: A= PD olsun. Bu durumda bu metrikle ddseli metrik
(0, 3—\/5’1),(0, 3v5+27 6\/5—3),(\/5—1 V5-1 \/3—1) ve

uzayda
(\/5—1 3v5+65 31v5+13

2 ' 38 ' 38
(\/5—1 3v5+65 31v5+13

2 ' 38 ' 38
oniine alindigindan ilgili kiimenin pentakis dodecahedrona ait olan ve
yukarida bahsedilen ii¢ noktasindan gecen bir paralelyiiz oldugu gériiliir. Bu
tic nokta pentakis dodecahedronun bir ikizkenar tiggen yiiziiniin koseleridir.
¢@ doniistimii sonu¢ 4.1 geregince minimum uzaklik kiimesinin kose
noktalarint yine kdse noktalara doniistiirecek ve uzakligi koruyacaktir.
Dolayisiyla ¢ nin yukarida bahsedilen noktalart donistiirebilecegi pentakis
dodecahedronun altmig ikizkenar liggen yiizii olup her bir yiiz iizerinde bu
noktalarin doniisebilecegi 2 farkli ihtimal s6z konusudur. Boylelikle toplam
ihtimallerin sayis1 120 olur. Bu olasiliklarin her biri tek tek ele alinirsa
istenilen pentakis dodecahedronun simetri grubu olan icosahedral grubun
elemani oldugu kolaylikla goriiliir.

2 38 ' 19 2 7 2 7 2
) noktalar1 ele alinsin. O halde 0 = (0,0,0) ve D =

) olmak tizere [OD] minimum uzaklik kiimesi g6z

Durum 9: A= DH olsun. Bu durumda bu metrikle doseli metrik
3v/5+1 5v5+49 V543 /5+1 V5-1 1 +/5+1

(0’ 22 7 22 )’(0’ 6 ' 6 )’( 4’2" 4 )Ve

) noktalar1 ele alinsin. O halde O = (0,0,0) ve D =

uzayda
(13\/5—25 V5+6 73/5+61

44 ' 6 ' 132
(13\/5—25 V546 73/5+61

44 ' 6 ' 132
ontine alindigindan ilgili kiimenin deltoidal hexecontahedrona ait olan ve
yukarida bahsedilen ii¢ noktasindan gegen bir paralelyiiz oldugu goriiliir. Bu
ii¢ nokta deltoidal hexecontahedronun bir deltoid ylziniin koseleridir. ¢
doniisiimii sonug 4.1 geregince minimum uzaklik kiimesinin kose noktalarini
yine kose noktalara dontistiirecek ve uzakligi koruyacaktir. Dolayisiyla ¢ nin
yukarida bahsedilen noktalari donistiirebilecegi deltoidal
hexecontahedronun 60 deltoid yiizii olup her bir yiiz izerinde bu noktalarin
doniisebilecegi 2 farkl ihtimal s6z konusudur. Boylelikle toplam ihtimallerin
sayist 120 olur. Bu olasiliklarin her biri tek tek ele alinirsa istenilen
deltoidal hexecontahedronun simetri grubu olan icosahedral grubun elemani
oldugu kolaylikla goriiliir.

) olmak tizere [OD] minimum uzaklik kiimesi goz

Durum 10: A= DT olsun. Bu durumda bu metrikle doseli metrik
V5-1 1 \/§+1) (4—\/3 4—5 4—\/5) (O V5+7 3\/3—1)

2’22 2 )'U3 73 73 )\ 0 0 T0 ) Ve

) noktalar1 ele alinsin. O halde O = (0,0,0)ve D =

uzayda (
(£—1 V5+12 114543
4 7 10 " 20
(\/5—1 V5+12 114/5+3
4’ 10 ' 20
oniine alindigindan ilgili kiimenin disdyakis triacontahedrona ait olan ve
yukarida bahsedilen dort noktasindan gegen bir paralelyiliz oldugu goriiliir.
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Bu alti nokta disdyakis triacontahedronun bir c¢esitkenar iiggen yiiziiniin
koseleridir. ¢ doniisiimii sonug¢ 4.1 geregince minimum uzaklik kiimesinin
kdse noktalarimi yine kdse noktalara doniistlirecek ve uzakligi koruyacaktir.
Dolayistyla ¢ nin yukarida bahsedilen noktalar1 doniistiirebilecegi disdyakis
triacontahedronun 120 ¢esitkenar tiggen yiizii olup her bir yiiz iizerinde bu
noktalarin doniisebilecegi bir tek ihtimal s6z konusudur. Boylelikle toplam
ihtimallerin sayis1 120 olur. Bu olasiliklarin her biri tek tek ele alinirsa
istenilen disdyakis triacontahedronun simetri grubu olan icosahedral grubun
elemani oldugu kolaylikla goriiliir.
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Sekil 9: Katalan cisimlerin ile minimum uzaklik kiimeleri

Teorem 4.2: @:IR3 — IR, doniisiimii A bir Katalan cismi olmak
lizere ilgili cismi ait metrik ile doseli IR} uzay iizerinde bir izometri olsun.
Bu taktirde ¢ = T, o @ olacak sekilde bir tek T, € T(3) ve ® € {0y, 1}
dontisimleri vardir. Burada T(3), 3-boyutlu analitik uzayin Gtelemeler
grubu ve Oy, I, ile de octahedron ve icosahedronun simetri gruplar1 temsil
edilmektedir.
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Ispat: ¢ doniisiimii ilgili Katalan cisminin metrigi ile doseli metrik
uzayda A = (a, b, ¢) olmak iizere ¢ (0) = A 6zelligindeki bir izometri olsun.
Buna gore ® = T_, o ¢ doniisiimii tammmlansin. Bu taktirde acik bir sekilde
®(0) = 0 ozelliginde bir izometri olacaktir. Boylelikle bir dnceki 6nerme
geregince @ =Ty o ® ve ® € {0y, 1} elde edilir. Doniisimiin tekliginin
ispat1 ise asikardir. Boylece herhangi bir Katalan cisminin metrigi ile doseli
3-boyutlu analitik uzaym izometriler grubunun 3-boyutlu analitik uzayda
bilinen Oklidyen 6telemeler grubu ile séz konusu Katalan cisimin simetri
grubunun yar1 direkt ¢arpimi oldugu gosterilmis olur.

SONUC

Bu boliimde insanlik tarihi kadar kadim bir arastirma caligma alani
geometrinin ilging ve dikkat c¢eken c¢aligma alanlarindan ikisi olan
cokyiizliiler ile metrik geometriler ele alinmistir. Buna gore, bahsi gecen
alanlardan ilk ele alinaninin konusu binlerce yillardir insanlarin ilgisi ¢eken
3- boyutlu uzayda yer yasam alinan sahip olan geometrik sekillerden
cokyiizliilerin giizel ve enteresan bir smifi olan Katalan cisimlerdir. Ikinci
ele alinan alanin konusu ise c¢okyiizliilere nispeten ¢cok ¢ok daha yeni olup
ancak bir asira dayanan bir maziye sahip olan metrik geometriler konusudur.

Ozelliklerde son yillarda yogunlasan calismalar ile bu iki alanin
kesisimin de yer alan konulara dair ¢alismalarin siklastig1 goziikmektedir.
Buna gore bu bahsi gegen konuyla ilgili ¢galismalardan yola ¢ikarak, Katalan
cisimleri kiire kabul edecek sekilde metriklerin dolayisiyla bu metrikler ile
olusturulan metrik geometrilerin varliklar1 arastirtlmis ve daha sonrasinda
ilgili metrik uzaylarin sagladigi bir takim geometrik 6zellikler incelenmistir.
Ilgili Katalan cismini kiire kabul eden metrik ile Oklidyen metrik arasindaki
gecis bagintilar1 bulunmustur. Bu baglantidan yola ¢ikarak, bir dogrultu
boyunca Oklidyen ve ilgili metrigin oranlarimin yani bdlme oranlarinin
degismedigi ortaya konmustur.

Son olarak da Felix Klein’in bir kiimenin kendi iizerine olacak sekilde
bazi donlisimler altinda degismez kalan Ozelliklerin incelenmesi olarak
verdigi geometri tanimina uygun olarak olusturulan ilgili metrik uzaylarda
uzaklik koruyan doniisiimler yani izometriler incelenerek doniisiimler tespit
edilmistir. Sonrasinda ise ilgili uzaylarin izometri grubunun 3-boyutlu
analitik uzayda bilinen Oklidyen 6telemeler grubu ile sz konusu Katalan
cisimin simetri grubunun yar1 direkt ¢arpimi oldugu ortaya konmustur.
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